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Sia § un insieme non vuoto e sia P(S) I'insieme delle parti di S. Defini-
amo in P(S) le seguenti operazioni:

X+Y=(XUY)\(XNY) (differenza simmetrica) ; XY = (X NY).

1. Mostrare che:

(a) (P(S),+,+) € un anello commutativo unitario (dare per scontato che
le operazioni sono associative e che vale la proprieta distributiva);

(b) Ogni elemento di P(S) diverso da 0 e 1 & uno zerodivisore;

(c) Ogni elemento di P(S) coincide con il suo opposto ed ¢ idempotente;

(d) (P(S),+,-) ¢ un campo se soltanto se S ha un solo elemento;

(e) L’insieme Py, (S) dei sottoinsiemi finiti di S & un ideale di P(S);

(f) Per ogni sottoinsieme proprio X di &, P(X’) & un sottoanello di P(S).
Inoltre P(X') & unitario, ma la sua unita & differente da quella di P(S);

(g) Per ogni sottoinsieme X di &, P(X) & un ideale principale di P(S).

2. Mostrare che, per ogni sottoinsieme X di &, I’applicazione

n:P(S) —PX);Z2—-2ZNX

€ un omomorfismo di anelli.

Determinare il nucleo e I'immagine di questa applicazione ed esplicitare

I'isomorfismo ;;(i)]) — Im(n).

3. Mostrare che, per ogni sottoinsieme X di S, I'itmmersione
L:P(X)— P(8); Z2— 2
¢ un omomorfismo di anelli in cui, se X # S, 'immagine dell’'unita del
dominio non e I'unita del codominio.

4. Sia § = {s1,...,s,} un insieme finito. Per ogni sottoinsieme ) di &
sia
q)y S — Zg
la funzione caratteristica di Y, definita da
Dy(s)=0ses¢y e Dy(s)=1sesec).
Mostrare che ’applicazione
P(S)— 7y ; Y — (Py(s1),---, Py(sn))
€ un isomorfismo di anelli.
Esplicitare poi tale isomorfismo per n = 3.



