AM2: Appello C-17 Giugno 2002

Domanda 1
Sia f € C(R,R) tale che [T |f(z)|dz < +oo.
(i) Provare che f é integrabile in senso generalizzato in R.

(ii) Provare con un esempio che é in generale falso che

+0o0
f integrabile in senso generalizzato in R = / |f(x)|dx < 400
— 00

Domanda 2

Siano f, € C([0,1]), My := sup,ep 1| fu(x)|. Provare che
+oo +0o0
> M, < +00=Y_ fu(x) converge uniformemente in [0, 1].
n=1 n=1

Domanda 3

Siano f, € Co(R,R) . Sia f tale che sup g |fn(z) — f(2)| = n—too O-
(i) Provare che f é continua e f(z) —z/—+o0 0
(ii) E necessariamente vero che [T2°|f(z)|dz < +oc?

Domanda 4

(i) Sia f € C([—1,1]). Dati due numeri a, b, si considerino le seguenti successioni
di funzioni, definite per ricorrenza:

(@) =a, ,21(z) = b, yuss(z) =a+ /0 on()dt, zasa(z) = b+ /0 " F(t)ym(t)dt

Provare che se 0 < ¢ é abbastanza piccolo, allora y,, 2z, sono successioni di
Cauchy per la convergenza uniforme su [—6,6]. Posto quindi

y(x) = nll)llloo yn(z), 2(z) = nl—lgloo zn(z), x € [—0,0]

provare che y(z) = a+ [§ 2(t)dt, Vz € [=§,6 é di classe C*(—4,6) ed é soluzione
del problema di Cauchy



(@) (z) = f(2)y(z), =€ (=0,6) y(0)=a, y'(0)=0b

(ii) Provare che se f é analitica in (—1,1) e y e w sono soluzioni analitiche in
(—0,0) dello stesso problema di Cauchy (C), allora y = w. Provare, pii in generale,
che tale risultato di unicita é vero anche se f si suppone soltanto continua.

(iii) Provare che se f é analitica in (—1,1) la soluzione del problema di Cauchy
in (i) é necessariamente analitica. Provare con un esempio che se f non é analitica,
allora la soluzione del problema di Cauchy pu6 non essere analitica

Esercizio 1

Determinare il raggio di convergenza della serie di potenze

+00
> (2 +sinn)"2"

n=1

Esercizio 2

Determinare, sotto forma di serie di potenze, la soluzione del problema di Cauchy:

y'(z) — zy(z) =0

Esercizio 3

Provare, usando le formule di Eulero, che

1 +00 1 +o00 +o0 .
—+sz:—+Zrkcoskx+i2rksinkx, Vz=re®”,0<r<1
2 =4 2 = k=1

Provare quindi, conoscendo la somma della serie 3"} % 2%, che

1—172

1 ¥,
: kx =
2 rtcosha 2(1 —2rcosx +1?

2 k=1

.. rsinz
, Zr sin kx = 5
) = 1—2rcosz +r

Suggerimenti



4- (i) Provare che, per ¢ opportunamente piccolo, risulta

SUDP (s8] [Yn+1(T) = Yn(T)| + SUDe[_s4] [2n41(2) — 2n(2)] <
< %SUPxe[—é,é] Yn—1(T) = Yu(T)| + SUPze[-4,6] 2n-1(2) — 2u(7)]

4-(ii) Calcolare y™ (0), Vn ed usare il principio di identit4 per funzioni analitiche.

4-(iii) Determinare i coefficenti di una serie di potenze 39 a,z™ in modo tale
che sia soddisfatta I’equazione (utilizzare il teorema di Cauchy sulle serie prodotto..).
Provare infine che la serie cosi’ ottenuta ha raggio di convergenza positivo.



