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(Esercizi di riepilogo)

Esercizio 1. 1. VERO: Se per assurdo si avesse che )(2' # (), allora
esisterebbe o € X e quindi potrei trovare D, (xy) C X; da cui:

0 = mis(X) > mis(D,(xq)) > 0
che & chiaramente una contraddizione.

2. FALSO: Prendiamo come controesempio X = [0,1] \ @; dalla densita

]
dei razionali segue che X= (), ma X non ¢ un insieme di misura nulla
(tra P’altro non € Peano Jordan misurabile): infatti se fosse di misura
nulla avrei

1 = mis([0, 1]) = mis(X U ([0,1] N Q)) = mis(X) + mis([0,1] N Q) =0
che ¢ assurdo!

3. VERO: dalla definizione di insiemi di misura nulla segue che Ve > 0
esistono { X, }n, {Yim}m C R ricoprimenti con rettangoli tali che:

Qz CUX, > misX, <e
QY CU,Y, > misY, <e.

Consideriamo ora il seguente ricoprimento di @), X Q¥ con rettangoli:
{X, X Y, }nm; si hanno le seguenti proprieta:

QeXQY C UnmXn X Y e > mis(X, x ¥) = Y ) (mis(X,,)-mis(Yy,)) =

n,m

D mis(X,) - > mis(Vy) < €2
n m
da cui segue che tale insieme ha misura nulla.

4. FALSO: prendiamo ad esempio @ = {0} x R (cioe I’asse delle y). Se
consideriamo z = 0 allora si ha )y = R che non & di misura nulla (non
¢ nemmeno P-J misurabile!).

(Cfr. [C] esercizio E.9.23 e la soluzione proposta in appendice B).



Esercizio 2. Consideriamo il caso della successione convergente e sia [ =
lim,, z,,.

Ovviamente si tratta di un insieme di misura nulla: infatti ogni insieme
numerabile ¢ di misura nulla. Facciamo vedere che € anche P-J misurabile
(cioé che per ogni € > 0 riusciamo a trovare un ricoprimento FINITO con
rettangoli {R,}_, t.c. S mis(R,) < ¢). Questo segue semplicemente
dalla definizione di limite; infatti Ve > 0, 3N > 0 t.c. z, € [l — &, + €] per
ognin > N.

Consideriamo quindi il seguente ricoprimento finito:

Ry = {zx} per k < N
Ry =[l—¢,l+¢]

Si vede chiaramente che soddisfa le hp elencate sopra!

Nel caso di una successione non convergente, possiamo ancora dire che si
tratta di un insieme di misura nulla (in quanto rimane un insieme numer-
abile), ma non sara piu vero in generale che ¢ Peano Jordan misurabile.
(Considerare ad esempio la successione {z, = n}, oppure la successione dei
razionali in [0, 1]).

Esercizio 3. Detto A il solido ottenuto dalla rotazione di D intorno all’asse
z, possiamo rappresentarlo nel seguente modo come dominio normale usando
le coordinate cilindriche:

A={(p,0,z): 0€(0,2m), (p,z) € D}.

Quindi:

27
VOI(A):///Adxdydzz/o df //Dpdpdz=27r//Dxd:L‘dz:

Ricordando ora che le coordinate del baricentro di D sono date da (x4, 25) =
TT dwdz ldmdz (ffDmd:vdz, fszdxdz) si ha:
D

dzd
= QWM // dx dz = 2mzymis(D).
[[ pdxdz D

Applicando ora il teorema appena dimostrato ai solidi di rotazione sotto
riportati (con un’opportuna scelta di D) si ottengono le seguenti espressioni
dei volumi:

SIS

1. 2773,



2. 2m2ar?;
3. mr2h;

4. Ltrr’h;

w

5. %h(RQ +rR+1?).

Esercizio 4. Osservare che in coordinate sferiche il dominio ¢ dato da:
O (D) ={(p,0,0): 0<p<1,0<0<2m, pcosp > psingp} =
={(p.0,¢): 0<p<1,0<0<2m 0<p< T}

Calcolando l'integrale in coordinate sferiche (osservando che il modulo del
determinante Jacobiano & p?sin ) si ottiene che & uguale a Z(2 — v/2).

Esercizio 5. Osserviamo che il dominio di integrazione, si puo scrivere:

1
D={(z,y,2): v* +y* -2y <0, OSZSZ($2+y2)}

Quindi ponendo 4 = {(z,y) : 2? + y* — 2y < 0} (che non & altri che un
cerchio nel piano z,y di centro C' = (0, 1,0) e raggio 1) si ha:

///Dx\/@da;dydz: //A (/Oiwy%:c\/@ﬁ) dx dy =

21
:——3// o/l + )} dody.
343 A

Scrivendo A in coordinate polari (cio¢ T~1(A) = {(p,0) : 0 < p < 2sind, 0 <
f < m}), e calcolando 'integrale ottenuto si ottiene che il risultato ¢ uguale
a 0.

Esercizio 6. Basta considerare Dy = {(z,y) : 0 <z <k, z <y < k}.
Segue facilmente che f e integrabile su Dy per ogni k e che:

/ xe “dxdy = lim xe Ydxdy = ﬁ
D k
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