1 Un’estensione dell’integrale di Riemann

Lemma 1.1 Siano Bj, j > 1, insiemi misurabili secondo Peano—Jordan tali che

Bjy1 C Bj (1)
e tali che N;B; sia un insieme di misura nulla. Allora
Jlggo mis B; =0 . (2)

Dimostrazione Sia R, un rettangolo compatto tale che Ry D B;. Chiamiamo Q = N, B,
e fissiamo un numero arbitrario € > 0. Per ogni j > 1, sia {KZ-(J)} un ricoprimento di
cubi aperti di 0B, tale che

s K0 < .
ZmlSKi S % 3
i>1

sia, inoltre, {Ki(o)} un ricoprimento di cubi aperti di ) tale che

Si osservi che

Siano _ _
Ri={k? ,j>0,i>1}, A= |J K7 .
§>0,i>1

A ¢ un aperto e Ry\A un compatto. Dalle definizioni date segue che, per ogni z €
Ro\A, esistono un cubo aperto K(z) ed un intero j(z) tale che K(z) N Bjz) = 0. Sia
Ro={K(z) : © € Ry\A}. I cubi in Ry U R, formano un ricoprimento aperto di Ry e,
quindi, esiste un numero finito di cubi Kj, ..., Ky in Ry e cubi K(x1), ..., K(za) in R
tali che

N M
ROCUKi U UK(.’L’Z),

i=1 i=1
e da (3) segue che
N
Y misK; <e. (4)
i=1

Sia jo = max;<;<m j(x;). Allora By N K (z;) = 0 per ogni 1 < i < M e dunque B;, C
UY, K; e dunque, grazie a (4),
N N
mis B;, < misU K; < ZmisKi <eg.

=1 i=1

Dall’arbitrarieta di ¢ segue la tesi. 1



Corollario 1.2 Siano A; C A; insiemi misurabili secondo Peano—Jordan e tali che
A= U; A; sia misurabile secondo Peano-Jordan. Allora

supmis A; = mis A . (5)
J

Dimostrazione Sia B; = A\ A,. Gli insiemi B, verificano le ipotesi del Lemma 1 e poiché
mis B; = mis A — mis 4;, si ha la tesi. 1

Proposizione 1.3 Sia f : E C R* — R. Siano, per k = 1 e k = 2, {Ag-k)} due
successiont di sottoinsiems di E misurabili secondo Peano—Jordan, tali che: Agk) C Ag-li)l

e Uj>1 Ag-k) = FE. Assumiamo che f sia Riemann—integrabile su A;-k) per ogni k e j e

Sup sup //1§k)\f($)|d$ <0 (6)
Allora
]-15& Agl)f(a:)da; = jhfé‘o AJ(?)f(x)da; . (7)

Dimostrazione Assumiamo, dapprima, che f > 0. Sia
= sgp [4§k)f($)dx .
Sia A; = Ag-l) N A;Q); {A;} verifica le stesse ipotesi di {Ag-k)}. Sia
a= sup/ f(z)dz .
i YA

Chiaramente & < «; e se si avesse oy, < & allora a; = ap. Fissiamo k, ad esempio k = 1,
e dimostriamo che a; < @&. Sia € > 0. Sia jy tale che

€
> —- =
[4§;)f(x)dx > - g

Sia A=A, NnAY: A ¢ A e UiA; = AW Dal Corollario 2 segue che supmis A; =
] ] ] ] 7427 Jo ]

jo
mis A;i). Sia M = sup ,@ f esia j; > jg tale che
Jo
. 1 €
mis Ago)\AJI S m .

Allora e
f S 5 0
/AJ(-(I)) \Aj 2



€

€
< [of@dz+s =4[ f+ |
“o= A§;)f(x) o 2 2 Ajlf A;_;)\Ahf
< s+/ f§e+/ f<e+a.
Ajy Ajy

I caso con f generale segue dalle decomposizioni f = f, — f_ e |f| = fy + f-, dove fy
denotano le parti positive e negative di f. |}

Grazie a tale proposizione, la seguente definizione e ben posta.

Definizione 1.4 Sia f : E C R* — R e siano {A;} una successione di sottoinsiemi di
E misurabili secondo Peano—Jordan, tale che: A; C A1, f sia Riemann—integrabile su
Aj per ogni j e

sup [ |f(z)dr < oo ®)

Allora esiste il lim;_,q fA],f(a:)dx e tale numero dipende solo da E e da f. Il limite
lim;o0 [y, f(2)dz verra denotato con [pf(z)dz e prende il nome di integrale di Riemann
generalizzato di f su E. La classe delle funzioni integrabili secondo Riemann in senso
generalizzato su E si denota con Rq(F). La classe delle funzioni per cui valgono le ipotesi
qui sopra ma con (8) sostituita da

sup [ 1 ()P = [|7(@)"dr < oo ©)

per qualche p > 0 viene denotata con R,(E); (se p é intero si definird, naturalmente,
anche [ f(x)Pdx).

Osservazione 1.5 (i) Chiaramente se E & misurabile secondo Peano-Jordan e f & Rie-
mann integrabile su F la nuova definizione coincide con la definizione classica di integrale
di Riemann (basta prendere A; = F).

(ii) Le disuguaglianze di Schwarz e di Holder si estendono agli integrali di Riemann
generalizzati.

(iii) Se f € R,(E) e se y
I171,= ([Ir@rde) ",

gli spazi (Rp(E), || - ||p) sono spazi normati (ma non completi).

(iv) Se f € R,(E), esiste una successione f; di funzioni Riemann-integrabili su’ F tale
che ||f— f;ll, — 0 per j — oc. Infatti, basta prendere f;= f|4, se {A;} & una successione
di insiemi come nella Definizione 4:

_ f.lP — P — ;i P—= 1; — .
7=l = [ A= Jim [ 15P= Jim o~ as)

! In generale E potrebbe essere non misurabile secondo Peano—Jordan (vedi sotto): in tal caso “g
Riemann-integrabile su E” va interpretato come “esiste A C E misurabile secondo Peano-Jordan tale
che A = supp f e f & Riemann—integrabile su A”.




e dalle definizioni date segue che (o — ;) € arbitrariamente piccolo per k > j > jo con
Jo sufficientemente grande.

(v) Nel caso 1 € R{(F) porremo, in analogia a quanto gia fatto nella teoria classica,

mis(E) E/ld:r ,
E
e chiameremo tale numero la misura di Peano—Jordan generalizzata dell’insieme E.

Esempi (i) Sia f(z)=1/|z|* e E={z € R* : 0 < |z| < 1}. Allora f € R; se e solo se
a < n.

(i) Sia f(z)=1/|z|* e E={z € R" : |z| > 1}. Allora f € R; se e solo se a > n.

iii) (Un esempio con E non misurabile secondo Peano-Jordan) Sia {r; : j > 1} =
QnN[0,1] e &> 0. Definiamo

o — o o o — a
Ij :(rj—ﬁ,rj-l—ﬁ)ﬁ((),l), E :L>Jl]j.
3>
Allora F> = [0,1] , (E* & aperto), E® & misurabile secondo Peano—Jordan in senso

generalizzato e
i iq
. . o 1
mis £ = sup mis U Ij < ozsupZ 5 = .
J i=1 7 i=1
Ma, se @ < 1, E* non e misurabile secondo Peano—Jordan in senso classico poiché
OFE®* =[0,1]\E® non ¢ un insieme di misura nulla.



