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1 (Proprieta della classe dei misurabili).

Sia p misura su X, X la classe degli insiemi p- misurabili. Provare che

Fie¥,je N=UZ E; ek

2 (La misura di Lebesgue in R" & Borel regolare).

(i) Provare che i chiusi di RY sono Lebesgue misurabili.
ii) Provare che la misura di Lebesgue in RY & Borel regolare.

3 (Teorema di Fubini).

Siano p misura su X, v misura su Y, ¥,, ¥, le classi dei sottoinsiemi di X (di
Y') p- misurabili (v-misurabili). Dato S C X x Y, sia

(1 x v)(S) :=inf{d>_ u(A;)v(B;): A;j €, B;€%,,SCUjA; x Bj}

Provare che p X v é una misura su X x Y .

Dato SC X xY,siano S, ={y €Y : (z,y) € S}, SY:={zr e X: (x,y) € S}.

Supposto (u x v)(S) < +oo, indicare le linee essenziali della dimostrazione dei
seguenti fatti:

(1) Se€Xyxy =S €X,,p—qox, SYe€X,, v—gqoy

(17) © —v(S;) e y— p(SY) sono misurabili

(i) (nx v)(S) =[x v(Se)dp = Jy p(S¥)dv.

4 (Derivata di Radon di misure singolari rispetto alla misura di Lebesgue
in RY).

Sia v misura di Borel regolare in R, singolare rispetto alla misura di Lebesgue
p. Dimostrare che
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Esercizio 1

Sia f : R — R localmente Lipschtziana.

Provare che f trasforma insiemi di misura nulla in insiemi di misura nulla.

Mostrare con un esempio che le funzioni continue non hanno, in generale, questa
proprieta.

Esercizio 2

Sia A C R, di misura di Lebesgue positiva.
Provare che A contiene sottoinsiemi che non sono Lebesgue-misurabili.

Esercizio 3

Sia p(X) < 400. Siano 1 < s < t.

Provare che f € L' = f € L°.

Provare che l'inclusione L! C L*® & stretta. Provare che l'inclusione L' C L% &
falsa se p(X) = +o0.



