AMS5: Esercizi e problemi 21.12.01

Convergenza debole

Se non diversamente specificato, L? indica LP(RY),R" dotato della misura di
Lebesgue .

Esercizio 1

Sia f, € LP, convergente debolmente a f € LP. Provare che

liminf || fa|l, > || fllp

Esercizio 2

Siano f,, € LP. Provare che
sup,, || fallp < 400, fn = f q.0., oppure in misura, = f, converge a f debolmente.

Esercizio 3

Siano f, € LP. Provare che

(i)f, — f in misura, f, — f in misura = f = f q.o.
(i) f, — f in misura, f, — f q.0. = f = f q.o.

(iii) f, — f in misura, f, — f in LP,= f = f q.o.

(iv)fo — f qo., fn = fin L?, = f = f q.o.

(v)fn — f debolmente f, — f debolmente = f = f q.o.
(vi) fo — f debolmente f,, — f in misura = f = f q.o.
(vii)f, — f debolmente f, — f q.0. = f = f q.o.

Esercizio 4

Illustrare con un esempio che una successione debolmente convergente in I” puo
non ammettere alcuna sottosuccessione convergente q.o. (in misura).



Esercizio 5

2

Stabilire se f,(z) = nﬁ—f;mﬂﬁ € R, converge uniformemente/puntualmente /in

misura/ in qualche LP?(R),p > 1 /debolmente in qualche L?(R),p > 1.

Esercizio 6

Sia f € LP . Provare che
() p({z € RY : [f|p > 2}) < 10
(i) ?Pu({r € RN : |f(z)| > t}) — 0 al tendere di ¢ a Oea + co.

Provare con un esempio che tale condizione non garantisce ’appartenenza di f

ad LP.

iii) Sia f,, € LP,p > 1, tale che sup, ||f.l|, < +00, € f, — f,q.0.. Provare che
n p

fo— fin LL Vg <p.

Esercizio 7

Sia f € L', f > 0.
(i) Provare che, per ogni fissato r > 0, la funzione * — [p () f & continua e

dotata di massimo su R”,

se

(i) provare che, per ogni fissato z in R", la funzione r — [ B,z [ © continua .
(iii) Provare che Q(r) := max,er~ [p,(;) f ¢ continua e nondecrescente.

Esercizio 8

(i) Sia p misura di Borel regolare in RY, con u(RY) < +o0. Provare che, se
dl<p<q:(fgy \¢\‘1du)% < c(fgn \qﬁ\pdu)%Vqﬁ borel misurabile e limitata
allora i € combinazione lineare finita di delte di Dirac.

(ii) Siano p,v misure di Borel regolari e finite in RY, u(RY) > 0. Provare che,

dl<p<q:(fgy \qb\qdu)é < c(fgw \qﬁ\pdy)%Vqﬁ borel misurabile e limitata
allora ; = fv per qualche f boreliana e v-sommabile, e i € combinazione lineare

di delte di Dirac.



Suggerimenti

1. Usare la diseguaglianza di Holder per | [ f,¢|, ¢ € L7 ed il fatto che ||f||, =
sup|jg),<1 | J fol-

2. Fissata ¢ € C§°, usare la diseguaglianza

(= DL < (Fallp + 117110 U ruto)- oy 19107 + 81 [9)

3. Usare le relazioni tra convergenza q.o., in misura, in media..

6. (i)-(ii) Usare la diseguaglianza di Chebichef, usare la formula [ |f|? = [5° p{z :
|f|P > t}dt insieme alla monotonia di ¢ — u{x : |f|? > t}, considerare funzioni che
si comportano in x = 0, co come |z log|z||~!

(iii) Osservare che, per ogrzi fissato R > 0’f{w:|w|SR;|fn(w)*f(.’L‘)|21}p|7]:n — fle <
(Jtota/ <Ry fut@)— @ >1y o — FIP)Pu({z + [2] < R, |fa(z) — f(z)] > 1}) 7, ed usare
quindi la convergenza dominata e la relazione tra convergenza q.o. e la convergenza

in misura.

7. Osservare che fBr(w) f = (f *x8,0))(x). Provare quindi, usando (i) e (ii), che
Sup, <, @(r) = Q(ro). Usare infine il fatto che r; = r,2; = & = X5, (z;) = XB.(a)
q.o.

8. (i) Provare che p({z}) = 0 = u(B,(x)) = OVr > 0, piccolo.
(ii) Applicare Radon-Nikodim e provare che X{f>1yV soddisfa la diseguaglianza

in (i)



