Prova scritta di CP2
25 gennaio 2002

Per il recupero del I esonero: esercizi 1, 2, 3, 4 (2 ore a disposizione).
Per il recupero del IT esonero: esercizi 5, 6, 7, 8 (2 ore a disposizione).

I appello: un esercizio scelto tra 1 e 2; un esercizio scelto tra 3 e 4; esercizi 5, 6, 7 (3 ore a disposizione).

Esercizio 1 Sia dato (Q,F, P), dove con @ =R, F = B(IR) e, per A € F,
P(A) =2 / e 28 Ngsq dE.
A

SiaX : Q- R, X(w) =w.
a) Verificare che (2, F,IP) & uno spazio di probabilita e che X & una v.a., con legge Exp(2).

b) Posto Y = lix¢(o,1) — Ixem, scrivere o(Y) (= sigma algebra generata da Y') e dire qual ¢ la legge
diY.

Esercizio 2 Siano 2 ={0,1,2,...} e F = P(Q). Su (R, F), siano IP; e Py definite da

Pi(4) =D pi(k), ACQ, i=1,2
kEA

(con P;(0) := 0) dove, per p € (0,1) e N € N fissati,
(misura geometrica) pi(k) =p*(1—p), k=0,1,...
N\ & N—k
1-— k=0,....,N
(misura binomiale)  p, (k) = ( k ) prd=p) % T
0 se k>N

a) Verificare che IP; e IPy sono due misure di probabilita.
b) Mostrare che IP; < Py ma che IP» < IPy, e scrivere g%’.

Esercizio 3 Media, varianza e covarianza: definizione e significato probabilistico.

Esercizio 4 Dimostrare che il prodotto di due v.a. indipendenti di L' & una v.a. di L!, con media pari
al prodotto delle due medie.

Esercizio 5 Sia {X}}, una successione di v.a. i.i.d., ciascuna con densita

1
p(.’L’) = % ]le—1<ac<e-

1

1/n /v
Posto Y,, = (HZ=1 Xk) edi Z, = (HZ=1 Xk) , dimostrare che per ogni g € Cj,

lim E(g(Y,)) =g(1) e lim IE(g -322/2 g,

_ [ 9(&)
nvoo nvoo (Z"))_/\/me



Esercizio 6 Siano X e Y due v.a. con densita congiunta

p(z,y) = cVa? +y? ﬂz2+y2§1

a) Calcolare ¢ e la densita congiunta di U = |X| e V =Y/X. U e V sono indipendenti? E la terna
(Y,U,V) ha densita di probabilita?

b) Per n > 1, sia R, la distanza di (X,,Y,) dall’origine, con (X,,Y,) copie indipendenti di (X,Y").
Studiare la convergenza di {D,,}, dove D,, = min(Ry,...,Ry).

Esercizio 7 Enunciare, dimostrare a grandi linee e discutere le applicazioni del teorema di convergenza
di Lévy.

Esercizio 8 E vero che se una successione di v.a. converge q.c. allora converge in LP? Ed & vero il
viceversa? (Giustificare le risposte).



Soluzioni

Esercizio 1 a) IP(A) & della forma [, g(§)d¢, con g(§) = 2e % 1gso € L'(IR, B, Leb), quindi IP &
una misura' su (IR, B). Inoltre, [i. g(£)d¢ =1, quindi IP & una misura di probabilita.
X e ’applicazione identica, quindi € misurabile, dunque X & una v.a. Inoltre,

AAM=PWHXwHAD=MM=L¢O%

dove g & la densita esponenziale di parametro 2, quindi X ~ Exp(2).

b) o(Y) = {Y~1(A), A € B}. Osserviamo che Y puod assumere solo tre valori: Y (w) = 1 per
we€A =(0,1),Y(w)=—-1perwe Ay =IN, Y(w) =0 per w € A3 = (0,1)°NIN°. Ora, poiché Ay, As e
A3 sono disgiunti, si ha

O'(Y) = {@,IR, A1,A2,A3,A1 U A2,A1 UA3,A2 U Ag}

Y & una v.a. in discreta a valori in Ey = {—1,0,1} tale che

1
PY=-1)=P(XeN)=0, PY =1)=IP(X € (0,1)) =/ 2e¥de =1—e72,
0
PY=0=1-0-(1-e?)=¢2

Ma allora Y & una bernoulliana di parametro p =1 —e 2.

Esercizio 2 a) Occorre far vedere che ), p;(k) =1, i = 1,2, il che & immediato (serie geometrica e
binomio di Newton).

b) Sia A un sottoinsieme non vuoto di {N+1, N+2,...}. Ovviamente IP5(A) = 0 mentre IP; (4) > 0,
dunque P; < IP,.

Ora, osserviamo che IP;(A) = 0 se e solo se A = @, da cui segue che Py <« TP;. Inoltre, per ogni

ACQ, A#D,
Po(a) = S (k) = 32 28 ).

keA keA pi(k)

Posto quindi g(k) = ”fgﬁg per k € Q, si ha

Pm®=2mmmm=émmm@¢

k€A

dIPo
dIP; *

cioe g =
Esercizio 3 Si rimanda al libro di testo.
Esercizio 4 Si rimanda al libro di testo.

Esercizio 5 Poniamo Y,, = log Yy, = %22:1 log Xj,. Le v.a. log X}, sono i.i.d.: usando la LGN,

~ €
Yn—>,u=IE(logX1)=/ 1 (;gxxdxzo g.c.
e_

~

Ora, Y,, = f(Y,), con f(x) = €® continua, quindi ¥;, = f(0) =1 q.c. Infine, la convergenza q.c. implica
la convergenza in legge, quindi per ogni g € Cj,

lim B(g(Y,)) = E(g(1) = g(1).

IPer i dettagli si rimanda al corso.



~

Oppure, basta osservare che W,, := g(Y,,) = gof(Z,) = gof(0) = g(1) =: W q.c. perché go f & continua, e
|[W,| < M, con M > 0, perché go f € Cp. Allora usando DOM segue che lim,,—, o, IE(W,,) = IE(W) = g(1).

Per Z,, procediamo analogamente. Poniamo Z, = log Z,, = ﬁ Yopeylog Xi. Le v.a. log X sono
ii.d. con media nulla e varianza 1/3: usando il TLC,

Z, — Z in legge, con Z ~ N(0,1/3)

Ora, Z, = f(?n), con f(x) = e® continua, quindi presa g € Cy, si ha che g(Z,) = go f(Z\n) ego feCy.
Allora,

1
27 /3

_ 2
e 3% /? dy.
n— 00 n—0o0

lim E(g(Z,)) = lim E(go f(Z,)) = E(g o /(2)) = E(g(e?)) = /IR o(e)

Infine, osserviamo che i passaggi al log che sono stati fatti sono giustificati dal fatto che le X}, sono v.a.
positive q.c.

Esercizio 6 a) Si ha

2w 1 9
c_lz/ \/$2+y2dxdy:/ dG/ p2dp257r,
R2 0 0

quindi ¢ = 3/(2w).
(U, V) =¢(X,Y), dove ¢(z,y) = (|z|,y/x). Poniamo quindi

Ay ={(z,y) : >0}, u(z,y) = (z,y/2);

Ay = {(w,y) rr< 0}7 ¢2(m,y) = (—x,y/x).
Le ¢; sono regolari e invertibili con inverse

1/11(3:,24) = ('LL,U’U), (’LL,’U) € ¢1(A1) = {(’LL,’U) Tu> O}a
Ya(z,y) = (—u, —uv), (u,v) € ¢2(Az) = {(u,v) : u > 0}.

Poiché IP((X,Y) € A; UAs) =1—TP(X =0) = 1, usando il TLC segue che

2
3
fow (u,0) =3 fxy 0 ¥i(u,v) [det Jy, (u, v)| Luwyep: i) = —uV1+0% Lsou(ten)<t-

i=1

Dunque fy,v non si fattorizza el prodotto di due funzioni dipendenti I’una dalla sola u e I'altra dalla sola
v, quindi U e V non sono indipendenti.

La terna (Y,U,V) non ha densitad. Si prenda, ad esempio, A = {(y,u,v) : y > 0,v > 0,y = w}:
Lebs(A) =0 ma IP((Y,U,V) e A)=TP(Y >0,X >0) > 0.

b) Cerchiamo la f.d. di R,,: per 0 < r < 1,

2w r
Fn(’“)=1P(Rnér)=IP(X2+Y25r2)=%/0 d9/0 p2dp=1?

e F,(r)=0ser <0, F,(r) =1 per r > 1. Quindi, fissato § > 0, e usando 'indipendenza delle R,,,
P(D, >6)=P(R, >4,...,R, >8) =P(R, >0)---P(R, >0) = (1 -8)"

purché § € (0,1), altrimenti IP(D,, > §) = 0. Ma allora, per ogni § > 0, la serie ) P(D, > §) =
> P(|Dy| > &) converge, quindi D,, = 0 q.c.

Esercizio 7 Si rimanda al libro di testo.

Esercizio 8 No, pero se si impongono opportune ipotesi di dominazione, usando DOM ’implicazione
puo essere vera. Anche il viceversa e falso in generale, perd si puo dire che esiste una sottosuccessione
che converge q.c. Per i dettagli (controesempi inclusi) si rimanda al libro di testo.
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