Esercizi di CP2, IV
a.a. 2001/2002

Esercizio 1 Sia f € £1(S, X, ) tale che fA fdu = 0 per ogni A € 3. Dimostrare che f =0 q.o.

Esercizio 2 Siano p, y, v misure o-finite su (S, X).

a) Dimostrare che se v K pe p K pallorav < pe

dv_dv dp o
dp du dp pd-0:

b) Mostrare che se v = p (cioé v < i e p K v) allora Z—Z = (fl—’;)_l [i-q.0. € V-q.0.

¢) Supponiamo che p K pev K pesia A = {Z—’; =0}n {Z—: > 0}. Dimostrare che v < p se e solo
se p(A) =0 e in tal caso

dv dv
dv a0

o — .
e Z—” H{Z—‘;>0} = Z—” 14 [4-q.0.
) )

Esercizio 3 Sia f € £1(S,X, p) con f > 0 p-q.o. Posto v(A) = fA fdu, dimostrare che v = p.

Esercizio 4 Siano pj, g2 due misure di probabilita (ad esempio) su (R, B), a € (0,1) e u=ap1 + (1 —
@) p2. Mostrare che p & ancora una misura di probabilita. Inoltre,

a) dimostrare che p < Leb se e solo se p1 < Leb e ps < Leb;

b) dimostrare che p & discreta se e solo se py e s sono entrambe discrete;

¢) trovare condizioni su gy e po t.c. p non é né discreta né assolutamente continua rispetto a Leb.

Usando ¢), dedurre che esistono variabili aleatorie che pur non assumendo un numero discreto di valori,
non hanno densita di probabilita.



Soluzioni

Esercizio 1 {f > 0} € X, quindi 0 = f{f>0}fd,u = [ fll{ss0pdpu. Poiché fllfssep € (mE)*t
allora p({f > 0}) = 0. Analogamente, {f < 0} € X, quindi 0 = —f{f<0}fdy = [—flpsordu e
~f llycoy € (mE)*, allora u({f < 0}) = 0. Infine, pu({f £0}) = u({f > 0} U{f < 0}) = 0.

Esercizio 2 a) Se p(A) = 0 allora u(4) = 0 (g < p), e quindi v(A) = 0 (v <« u). Cid prova che
v < p. Dobbiamo mostrare che

dv du

A i Aex.
v(A) = i €

Abbiamo visto che se pu < p allora h € £1(S, X, 1) se e solo se h - Z—‘; € LY(S5,%, p) e in tal caso

/hdu:/hd—ﬂdp
dp

Ora, Z—Z € LY(S, X, p), quindi Z—Z 4 € £L1(S, %, u) per ogni A € %, e allora
dv dv dv du dv d,u
v(A) = —d :/—]lAd,u:/—]lA —dp = dp.
“) A dp du dp dp adp dp
b) Si noti che se u = v allora g e v hanno gli stessi insiemi di misura nulla. Inoltre, poiché v < p e
i < v, usando a) con p = v, si ottiene

dI/_ dv du

T dv d,u dv’
da cui la tesi.
¢) Osserviamo che u(A) = [, Z—‘;dp < f{j—ﬁ:o} Z—‘;dp =0, quindi u(A)=0.
Supponiamo v & p: in particolare allora 0 = v(A) = fA dp. Poiché —; > 0 p-q.0.,
dev’essere Z—; 14 =0 p-q.0o. Ma

dv

o uA>o} Am{—>o} A,

quindi dev’essere p(A) = 0.
Viceversa supponiamo che p(A4) = 0. Sia N € X tale che u(N) = 0, cioé¢ 0 = u(N) = fN o dr =

an{ 2850} dp L dp. Allora,
P(Nﬂ{%>0}) =0

dv dl/
N ap Nn{gz>0} 4P

Proviamo che v(N) = 0:

Ora,
Nﬂ{;l—; >0} = (Nﬂ{j—z >0}”{%:0})U(N”{Zzl_z >0}m{§—’; >0}) cAu(Nm{fl—’; >0})
quindi p(N N {z—: >0} < p(4)+ p(N N {g—ﬁ > 0}) = 0. Ma allora

w(N :/ —dp =0.
(N) Nn{d”>0}dp



Infine, supponendo v < p, usando a) si ha p-q.o.

dv _dv dp
dp du dp
quindi su {Z—Z>0} si ha
dv
v _ 4
=
du ﬁ

Ora, gli insiemi {Z—’; > 0}° e A sono di p-misura nulla, quindi di g-misura nulla. Allora possiamo scrivere

d dv dv
w _ de g =9 q,.
dp — de THZG>0 T du

dp dp

q.o. rispetto a pu.

Esercizio 3 Ovviamente v < u. Dimostriamo quindi che g < v. Sia A tale che v(A) = 0. Allora,
S fladp=0e poiché f >0 p-q.o., dev'essere f 14 =0 p-q.0., ciod

u(1f s > 0}) =0,
Ora, A={llu >0} ={f>0,1a >0t U{f=0,14 >0} C{flls >0}U{f =0} Poiché questi due
ultimi insiemi sono di g-misura nulla, si ha p(A) =0, quindi g < v.

Esercizio 4 p(A) = api(A)+ (1 —a)ua(A) > 0 per ogni A € B. Inoltre, se A1, Ag, ... sono disgiunti,

p(UkAg) = apn (Up Ag) + (1 = a)ua(UpAg) = @y pa(Ax) + (1= a) D pa(Ag)

= Z <aﬂ1(Ak) +(1- (X)M(Ak)) = Zﬂ(Ak)

quindi pé una misura. Infine, poiché p;(IR) = p2(R) = 1, p(IR) = a4+ (1 — &) = 1, cioé p & una misura
di probabilita su (IR, B).

a) Dev’essere Leb(A4) =0 = p(A) = 0. Ora, se 0 = pu(A) = ap1 (A) + (1 — ) p2(A4), allora pq1(A4) =0
e p2(A) = 0. Ovviamente se pu; < Leb e ps < Leb allora g < Leb. Quindi, g < Leb se e solo se
11 < Leb e ps < Leb.

b) Se p1 e ps sono discrete, cioé
lui(A):Zpgcé{x;}(A)’ i=1,2
k

allora p € ovviamente discreta. Viceversa, supponiamo che p sia discreta, cioé esitono dei numeri non
negativi p1, ps, . . . tali che

#(A) =Y pbia,y(A).
k
Posto £/ = {z1,7s,...}, si ha p(E°) = 0, quindi p1(E°) = p2(E£°) = 0, ovvero sia p1 che ps sono

concentrate su E: per i = 1,2, esistono dei numeri non negativi p}, ph, ... tali che p;({z}) = pj, per
ogni k, quindi gy e g2 sono due misure discrete.

¢) Sia p1 < Leb e ps discreta, ad esempio

ﬂmM:Aﬂmm, 2(A) = 80y (4)

i



dove f >0 e [i f(x)dz =1 e xo € IR fissato. Allora, per ogni « € (0, 1),

u(A) = a/ f(x)de + (1 — )bz, (A)
A
é una misura di probabilita né discreta né assolutamente continua rispetto a Leb. Definendo

F(a) = p((—00, 2]),

la funzione F verifica le tre proprieta caratteristiche delle funzioni di distribuzione, quindi (Teorema di
Skorohod) esiste una v.a. X tale che Fix = F' e Ax = p. Tale v.a. non & discreta, né assolutamente
continua.
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