Esercizi di CP2, VI
a.a. 2001/2002

Esercizio 1 Sia {Y,},>1 una successione di v.a. indipendenti tali che Y,, ~ Exp(n). Studiare la conver-
genza q.c., in probabilitd e in L? di {X,}, a 0, dove

a) X, =Y;;
b) X, = 525 Vos
c) X, =nY,.

Esercizio 2 Sia {Y,},>1 una successione di v.a. tali che ¥;, ~ Un(0,1/n). Studiare la convergenza q.c.,
in probabilitd e in L? a 0 di {n"Y,},, al variare di v € IR.

Esercizio 3 Sia X( una v.a. e per n > 1, si ponga
Xn=aXn_ 1+

dove a, f € R. Studiare la convergenza q.c. di {X,}, al variare di @ e 8 ed eventualmente imponendo
condizioni opportune su Xj.

Esercizio 4 Sia {X,}, una successione di v.a. i.i.d., di media nulla, varianza 1.
a) La v.a. X;X> ha media? Ha varianza? Se si, quanto valgono?
b) Si pud dire chet %(Xng + XoX3+---+ Xgn_len) converge g.c.? Se si, a cosa converge?
c) Supponiamo che X,, € L8. Discutere la convergenza q.c. delle successioni

XP+X54+---+ X,
X+ X3+ + X4

%(Xf+X24+---+X;t)

1Si usi eventualmente il seguente risultato: se Yi,...,Y, sono v.a. indipendenti che hanno media allora Y1 ---Y, ha
media e IE(Y7 ---Y,) = IE(Y1)---IE(Y,). Tale risultato & stato dimostrato per n = 2 ma vale per ogni n (dimostrare! si
tratta di modificare opportunamente la dimostrazione gia vista per n = 2...).



Soluzioni

Eserciziol a) X,, =Y, >0q.c. e P(Y,, <y) =1-—e™, se y > 0. Quindi, per 6§ > 0,
P(|X,| >0)=P(Y,>d8)=e™ =30 sen— oo,
ciod X, — 0 in probabilitd. Poiché > P(|X,| > ) =, e ™ < oo per ogni § > 0, X,, — 0 anche q.c.
Fissato p > 1, studiamo la convergenza in LP: usando la sostituzione y = nz, si ha

o0 1 oo Cp
— — — —ne — - —
1K =BG =B = [ arnerdr= 2 [ yprevay= 2

avendo posto Cp = fooo y? e Vdy(< o0). Allora, X,, — 0 anche in LP.

b) X,, =nY,/logn. Studiamo la convergenza in probabilita:

1
P(|X,| > 6) = P(Y, > dlogn/n) = e o8 n/n — — =0 sen— o0
n
per ogni § > 0, ovvero X,, — 0 in probabilitd. Ma ) P(|X,| > §) converge se e solo se § > 1, quindi
non possiamo ancora concludere che c’¢ convergenza g.c. Poiché inoltre le v.a. sono indipendenti, se
0 <1 la serie diverge e allora, da BC2, si ha che IP(|X,| > § i.0.) = 1, da cui segue che X, 40 q.c.
Infine, se p > 1,

p_ py— (™ py— (" ' _Cp
| Xnl|[h = E(X}) = (logn) EYyY) = (logn) n?  (logn)?

quindi X,, = 0 in LP.
¢) X, =nY,. Studiamo la convergenza in probabilita:
P(|X,|>68) =P, >d/n)=e % H0 sen— oo
quindi X,, -» 0 in probabilita e, di conseguenza, X,, non converge a 0 né q.c. né in L?.
Esercizio2 Osserviamo che se V,, ~ Un(0,1/n) allora 0 < Y, < 1/n q.c. e 0 < n?Y, <n? ! q.c.

Allora, se v — 1 < 0, cioe v < 1, si ha che n”Y,, — 0 g.c., quindi in probabilita, e, per convergenza
dominata, anche in LP per ogni p > 1. Studiamo ora il caso v > 1. Per § > 0 si ha

v 8) = §5/mY) = 0 sed/n”>1/n | 0 se§ 2n""
P(n"Y, >0) =P(Y, >d/n") = l—-n-6/n" sed/n”<1l/m | 1=6/n7"! sed<n’t

Allora, per v =1,
lim P(n"Y, >4d) =

n—oo

0 sed>1
1 sed<1
dunque X, -+ 0 in probabilita e quindi g.c. ein LP. Se v < 1,

lim P(n"Y,>d)=1

n—oo

per ogni é > 0, e ancora X, 4 0 in probabilita, q.c. e in LP.

Esercizio3 Osserviamo anzitutto che X,, = a™ Xo+p8 EZ;& a®. Infatti, se n = 1 & vero. Supponendo
I’'uguaglianza vera per n > 1, si ha

n—1 n—1
Xppr=aXa+B=a(a"Xo+B Y o*) +B=a" X+ 8 okt 4
k=0 k=0

n n
=a"+1Xo+ﬂ2ak+ﬂa0=a”+1Xo+ﬁZak
k=1 k=0



. . . —1 . . .
e per induzione otteniamo che X,, = o™ Xy + ZZ:O aF per ogni n e quindi?

X a"X0+ﬁ1f_“:=a"(Xg—%)+m sea#l
=
Xo +np se a=1.

Se |a| < 1 allora per ogni w,

. B B
lim X, (w) =0-X, = :
Aim Xn(w) =0-Xo(W)+ - =7_4

Se a = 1 allora X,, = Xo + n S, quindi converge se e solo se § = 0 e in tal caso la v.a. limite &
(ovviamente) Xp.

Se a = —1 allora X2, = Xo e Xapnt1 = —Xo + 8/2, che convergono allo stesso limite se e solo se
Xo = —Xo + 8, cioe Xg = 3/2 q.c. In tal caso, X,, = 3/2 q.c. per ogni n, quindi la successione converge
q.c. a /2.

Infine, se |a| > 1 allora X,, converge q.c. se e solo se X = /(1 — a) q.c., e in tal caso il limite &

B/1—q.

Esercizio4 a) Poiché X; e X, sono v.a. indipendenti di L', abbiamo visto che X;X> € L' e
E(X;X2) = E(X;)E(X>). Poiché IE(X;) = E(X») = 0, IE(X;X2) = 0. Analogamente, X? e X2 sono
v.a. indipendenti di L! (perché hanno varianza) quindi X2X2 € L!, ciot X1X, € L?, e E(X?X2) =
E(X?)E(X2) = Var(X;)Var(X3y) = 1. Allora esiste la varianza di X; X» e (ricordando che IE(X; X3) = 0)
Var(X, Xs) = E(X2X2) = 1.

b) Per n > 1, sia V,, = Xa,,1X2,. Procedendo come sopra, Y, € L?, con IE(Y,,) = 0 e Var(Y,) = 1.
Inoltre, per k # n, esiste Cov(Yy,Y,) = E(YrY,) = IE(Xak_1 X2k Xor—1Xo2r) = 0 perché ¢ il prodotto
delle medie. Allora, la LFGN assicura che

1 1 &
= (X1X2 F XXy 4.+ sz,lx%) ==Y Vi 50 q.c. pern - co.
n n 1

c) {X2}, e {X2}, sono successioni di v.a. indipendenti con varianza (perché X,, € L? per ogni n).
Usando la LFGN, si ha

1 1
Z X2 2y — bl 4 4 .
nz P~ EX]) =1 nZXk—ﬂE(Xl) g.C. per n — oo
k=1 k=1
quindi, se X,, # 0 q.c.,
X+ X+ 4+ Xa p e X 1

X{+X5+---+X4 LIy0 X E(XY)

q.c. per n — 0.

N41

2Ricordiamo che, per p # 1, Z;VZO o= l_lpip

ii



