Esercizi di CP2, VII
a.a. 2001/2002

Esercizio 1 Sia X = (X;, X») una v.a. con densita uniforme nel disco D, = {z € R> : |z| < p} (qui

| - | =norma euclidea), ovvero
1 2
fX(x):W—p2]le(x), z € IR*.
a) Calcolare IP(|X| < t), al variare di ¢ € IR.
b) Sia R la distanza (aleatoria) di X dall’origine. Calcolare, se esiste, la densita di R.

c¢) Siano Ry,..., R, v.a. i.i.d., con la stessa legge di R (ad esempio, le distanze dall’origine di n punti
presi a caso e in modo indipendente in D,). Dimostrare che la successione

Y, = min(Ry, ..., R,)(= distanza minima dall’origine)
converge a 0 q.c. Cosa si puo dire per Z,, = max(Ry,..., R,)(= distanza massima dall’origine)?
Esercizio 2

E noto che X ~ Exp(1). Non & perd possibile osservare direttamente X: cid che si pud osservare &
Y =X+ W, dove W & un errore indipendente da X e con legge Exp(10), quindi

—z—10w 1

fX,W('raw) =10e z>0,w>0-

a) Calcolare la densita congiunta di (X,Y) e la densitad marginale di Y.
b) X e Y sono indipendenti?
c) Dire se la coppia di v.a. (In(Y — X),e~") ha densita di probabilita.

Esercizio 3 Sia (X,Y) un vettore gaussiano standard su IR?, cioe con densita

fxy(z,y) = Le-Gru)2,
’ 2
a) Calcolare P(X >Y) e P(X2+Y2 < 2), per z € R.
b) Calcolare la densita congiunta e le densitd marginali di X e X/Y. Si tratta di v.a. indipendenti?

Esercizio 4 Sia {X,} una successione di v.a. a valori in IR.

a) Se f & una funzione continua, dimostrare che:
al) se X,, =& X q.c. allora f(X,) = f(X) q.c.
a2) se X,, — X in probabilita allora f(X,) = f(X) in probabilita.
b) Sia g una funzione continua, limitata, invertibile e con inversa continua (es. g(z) = arctanz).
b1) Dimostrare che X,, — X in probabilita se e solo se g(X,) — g(X) in L.
b2) Prese due v.a. Y e Z, si definisca d(Y, Z) = ||g(Y) — g(Z)||z:- Mostrare che d(Y,Z) =0se e
solo se Y = Z q.c. Identificando le v.a. che sono uguali q.c., mostrare che d € una metrica sullo spazio
che ne consegue X. Dimostrare che lo spazio metrico (X, d) & completo.

c) Da b), dedurre che la convergenza in probabilitd ¢ compatibile con una metrica. Dimostrare che
la successione {X,}, definita in ¢) dell’esercizio 1 nell’esercitazione VI non converge (non solo a 0) in
probabilitd (quindi non converge né q.c. né in LP)!.

d) (Piu difficile?) Provare che la convergenza q.c. non & compatibile con una metrica, cio®: non &
possibile trovare una distanza do su X tale che X,, = X q.c. se e solo se do(X,,X) — 0.

'Ricordiamo che X, = nYp, con Y1, Ya,... indipendenti e Yy ~ Exp(k). In particolare, la densita congiunta di Yy e Yy
e fYk,Yn (y17y2) = kne~hvi—ny2 11’{11 >0,y2>0-

Potrebbe essere utile ricordare che esistono successioni che convergono in probabilita ma non q.c. e il seguente risultato:
Sia (E, p) uno spazio metrico, {xn}n C E, x € E. Se da ogni sottosucessione di {xn}n € possibile estrarre una (sotto-)-
sottosuccessione che converge a x, allora T, converge a x.



Soluzioni

Esercizio 1 a) Ovviamente, IP(|X| <t) =0set < 0. Set >0,

1
P(X|<t) = / fx(z)dzidxs = — 1p,(z) dzidz,
{z€R?: |z|<t} T~ JDD,
1 Lebs(Dy N D
= dzydzs = Lﬂ_
T™p* JD.ND, p

MaD;ND,=Dyset<peDiND,=D,set> p, quindi

0 set <0
P(X|<t)=1 t?/p® se0<t<p
1 set > p.

b) In a), & stata calcolata la f.d. di R: R = |X|, quindi Fgr(r) = IP(|X| < r). Derivando, Fy(r) =
2r/p? No<,<, che integra a 1, quindi la densita di R esiste e vale fr(r) = 2r/p? lo<r<,.

c) Per 6 >0, si ha

n

P(|Yn| > 6) = P(min(Ry,...,Ry) > 8) =P(Ry > 6,..., Ry > 8) = [[ P(Rx > 6)

k=1
~(1-re) = (-5

dove l'ultima uguaglianza & vera se § < p, e IP(|Y,,| > §) =0 se § > p. Allora, per ogni § > 0,

S P >a <> (1- f}—z)" < o0,

quindi Y;, — 0 per n — oc.
Per quanto riguarda la distanza massima, viene da pensare che converga a p, il che & vero. Ad esempio,
si puo verificare come segue. ~
Indichiamo con R; = p — R;. Ovviamente le v.a. R; rimangono indipendenti. Inoltre,
Fj,(t) =P(R; <t) =TP(R; > p—t) =1 — Fp,(p—t).

i

Allora, procedendo analogamente a sopra, si verifica immediatamente che

lim min(R;,...,R,) =0 q.c..

n— o0

Infine, da R; = p — R;, si ottiene

Zn, =max(Ry,...,R,) =max(p— Ry,...,p— R,) = p—min(Ry,...,Ry,)

quindi

lim Z, =p— lim min(Ry,...,R,) =p q.c.

n—o0 n—oo

Esercizio 2 a) Si ha (X,Y) = ¢(X,W), dove ¢(z,w) = (z,z + w). Per (z,w) € R?, p & C*,
invertibile con inversa ¢ (z,y) = (z,y — z) di classe C!. Allora,

Fxy(@,y) = fxwo¥(z,y) - |det Jy(z,y)| = 10e™ 700D, 0 g1 = 107101, ;5.



Quindi,
v 10
fr(y) = /]RfX,Y(w,y)dﬂv = /0 10e**~1%dz 1,50 = g(e_y —e ') 1,50.

b) X e Y non sono indipendenti, come si evince dal fatto che la densitd congiunta & nulla quando

y < z. Infatti, si consideri ad esempio IP(X > 1,Y < 1). Ovviamente tale probabilitd vale 0, perché
{(z,9) : 2> 1,y <1} C{(z,9) : = >y}, quindi

IP(X>1,Y<1)=/

Fry (@, y)dedy < / Fry (@, y)dedy =0
{(z,y):z>1,y<1}

{(z.y): 22y}

perché fx y(z,y) =0 se z >y. Inoltre, IP(X > 1) =e~' (si ricordi che X ~ Exp(1)) e

PY <1)= /0 fr(y)dy > 0.

Quindi, P(X >1,Y < 1) #IP(X > 1)IP(Y < 1), e cio prova che X e Y non sono indipendenti.
Oppure, basta osservare che Cov(X,Y) = Cov(X, X + W) = Var(X) + Cov(X,W) = Var(X) =1 # 0
(si ricordi che X e W sono indipendenti), quindi X e Y non sono indipendenti.

c) Sinoti che In(Y — X) =InW: la v.a. In(Y — X) & in effetti ben posta perché Y — X =W > 0 q.c.
La coppia (In(Y — X),e~") non pud avere densitd perché ciascuna componente ¢ funzione dell’altra.
Formalmente, si prenda ad esempio

A={¢(eR?: &HL=¢ ", & >0}

Allora, A (2 il grafico di una funzione continua e quindi) & un insieme di misura di Lebesgue (su IR?)

nulla, ma
P((ln(Y —X),e W)€ A) = 1.

Esercizio 3 a) Si ha

+Oo z 2 2
P >v) = [ frvepdsdy= [ do [ e @i,
{(z.y): 2>y} —o0 —oo 2T

1 —+oo T
6712/2d$/ e*yZ/zdy.

:E o

Purtroppo non si riesce a calcolare esplicitamente ff e v’/ 2dy. Perd, osserviamo che, per evidenti
. . . . . Rl
ragioni di simmetria,
PX>Y)=P(X<Y)

quindi, poiché® P(X = V) = 0, dev’essere necessariamente P(X > V) = P(X < Y) = 1/2. Poi,
ovviamente IP(X2 +Y? < 2) = 0 per z < 0. Se invece z > 0, eseguendo la sostituzione (z,y) =
(pcos, psinB), con p > 0e b€ (0,27), si ha

2 2 \/E 2 2
P(X24+Y%2<2) = / ie*(z )2 dpdy = i/ dp/ re " /20 =1 — e */2.
{(z.9) :22+y2<z} 27 2m Jo 0

b) (U,V) = (X, X/Y) = ¢(X,Y), dove p(z,y) = (z,2/y), per (z,y) € A =TR>\ {y = 0}. Quindi,
0 (u,v) = Y(u,v) = (u,u/v), per (u,v) € (A) =R?\ {v =0}. Poiché IP((X,Y) € A) =TP(Y £0) =
1, si ha
lul —s2 142y o2

1
fX,X/Y(Uav) = fX,Y(U;U/U) -|det J¢(Uav)| Tyzo = 9 02

3Infatti, Leb2({(z,y) : £ =y}) =0, quindi P(X = Y) = P((X,Y) € {(z,9) : £ =y}) = 0 perché (X,Y) ha densita.

ii



(Pultima uguaglianza ¢ da intendere q.0.). La densitd marginale di X & ovviamente una densita N(0,1).
Calcoliamo la densita marginale di X/Y:

1 Ty, w2 2y, 2
Ix/v(v) 2/ Ix,x/v(u,v)du = e / |U—|€ 7 (/v gy
R —0o0
+
S / RS OV S
22 J (1 + v2)

che e una densita nota, detta “di Cauchy”.

Infine, le v.a. X e X/Y non sono indipendenti, come si evince dal fatto che la densita congiunta non
e il prodotto delle densita marginali.

Esercizio 4 al) Sia A = {w : lim, ,00 Xp(w) = X(w)}. Se w € A allora lim, ,c f(X,(w)) =
f(X(w)) perché f & continua, quindi

AC{w: lim f(Xa()) = F(X(@)}.

Ora, se X, — X q.c. allora P(4) = 1, quindi P{w : lim,,« f(Xn(w)) = f(X(w))}) = 1, cioe
f(Xn) = F(X) qc.

a2) Supponiamo per assurdo che f(X,,)+ f(X) in probabilita, cioé esiste 0* > 0 tale che

liminf P(|f(X,) — f(X)| > 6) = a > 0.

n—oo

Poiché per ipotesi X,, — X in probabilita, esiste una sottosuccessione { X, }x di {X,} tale che X,,, — X
per k — oo g.c. Da al), sappiamo che f(X,,) — f(X) q.c. per k = oo, quindi f(X,,) — f(X) in
probabilita per ¥ — oo, dunque

0= lim P(f(Xn,) ~ f(X)] > 6%) > liminf P(|f(X,) = f(X)| > 6") =a>0

cioe 0 > a > 0, il che & evidentemente un assurdo.

Oppure, si pud dimostrare usando il fatto che una funzione continua su un compatto € uniformemente
continua: per ogni R > 0 e per ogni € > 0 esiste un § = §(R,¢) > 0 tale che

per ogni z,y tali che |z| < R,y —z| < R, se |y —z| < ¢ allora |f(y) — f(z)| <e.
Quindi, per ogni R > 0 e per ogni ¢ > 0 esiste un § = §(R,¢) > 0 tale che
{ly -2 <6|z| <R, |y — 2| < R} C{|f(y) - fl2)| <e}
e quindi (passando al complementare)
{lf() - f@)| 2 e} c{ly — 2| > 6} U{|z| > R} U{ly — 2| > R}.

Allora,
P(|f(Xn) — f(X)] > €) <P(|X, — X[ > 6) + P(|X| > R) + P(|X, — X[ > R).

Passando al limite per n — 00, ricordando che X,, — X in probabilita, si ottiene

limsup P(|f(X,.) — £(X)| > &) < P(IX| > R).

n—oo

Ora, R & arbitrario e IP(JX| > R) — 0 per R — 400, da cui segue che

lim P(|f(X,) - f(X)] > ) =0.

n—oo

Poiché € & un qualsiasi numero positivo, possiamo concludere che f(X,) — f(X) in probabilita.

iii



b1) Mostriamo che se X,, = X in probabilita allora IE(|g(X,)—g(X)|) — 0. Presod > 0, e ricordando
che g e limitata, si ha

E(lg(Xn) — 9(X)|) = E(|g(Xn) — 9(X)| 1j5(x,)—g(x)1<8) + E(|9(Xn) — g(X)|[ 1 g(x,)—g(x)>0)
<64 2M, P(|g(X,) — g(X)| > 9)

dove M, denota una costante tale che |g| < M,. Allora,

limsupTE(lg(X,n) - g(X)|) < lim (8 +2M,P(g(X,) - g(X)| > 6)) =&
n—00 n—00
perché, da a2), g(X,) — g(X) in probabilitd (g & continua). Poiché § & arbitrario, possiamo concludere
che lim,, o E(|g(X,) — g(X)|) = 0, da cui segue che g(X,) = g(X) in L.
Viceversa, supponiamo che g(X,) — ¢g(X) in L'. In tal caso sappiamo che Y,, := g(X,) = g(X) =Y

in probabilita. Se 1 denota l'inversa di g, per ipotesi ¢ & continua, dunque, usando a2), si ha che
X, =9(Y,) = ¥ (Y) = X in probabilita, da cui la tesi.

b2) Osserviamo anzitutto che, poiché g & limitata, esiste IE(g(Y")) per ogni v.a. Y, quindi d(Y, Z) =
E(lg(Y)—g(2)]) & ben posta. Inoltre, d(Y, Z) = 0 se e solo se ||g(Y) — g(Z)||1 = 0, il che & vero se e solo
se 9(Y) = g(Z) q.c. Ora, poiché g & una funzione invertibile, in particolare ¢ iniettiva, tale uguaglianza
e veraseesoloseY = Z q.c.

Perché d sia una metrica su X, occorre che d(Y,Z) = 0seesolose Y = Z, che d(Y,Z) =d(Z,Y) e
che d(Y,Z) < d(Y,U)+d(U,Z) per ogni Y,U,Z € X. Ora, le prime due sono banalmente vere, ma anche
la terza perché

d¥,Z) = lg(Y) = 9(2)llr < [lg(Y) = g(U)]|Lr + [19(U) = 9(Z)||z2 = d(Y,U) +d(U, Z).

Infine, il fatto che lo spazio (X, d) & completo segue dalla completezza di L' = L*(Q2, F,IP). Infatti, sia
{Xn}n una successione di Cauchy in (X,d), cioé per ogni € esiste ng tale che per ogni n,m > ng si ha
d(Xn,Xm) < e. Poiché g & limitata, g(X,) € L' per ogni n ed inoltre (dalla definizione di d) per ogni
€ esiste ng tale che per ogni n,m > ng si ha ||g(X,) — 9(Xm)||11 < &, cioe la successione {g(X,)}r € di
Cauchy in L'. Ma L! & completo, quindi esiste Y € L* tale che g(X,) — Y in L. Posto X = ¢(Y), con
¥ linversa di g, ovviamente X € X, Y =g(X) e

0= lim B(g(X,) (X)) = lim d(X,. ),

n— 00
da cui segue la completezza di (X, d).

c) Da b) segue che
X, = X in probabilith se e solo se ¢(X,) = g(X)in L' seesolose d(X,,X)—=0,

il che significa che la convergenza in probabilita equivale alla convergenza rispetto ad una opportuna
metrica (ovvero, ”la convergenza in probabilitd & compatibile con una metrica”), che peraltro rende
completo lo spazio. Questo fatto e piuttosto importante e, in particolare, consente di dimostrare che
la successione {X,}, definita in c¢) dell’esercizio 1 nell’esercitazione VI non converge (non solo a 0) in
probabilita, quindi non converge né q.c. né in LP.

Nell’esercizio in questione, la successione { X, },, & definita da: X,, = nY,,, conY;,Y5,...indipendenti e
Y, ~ Exp(k). In particolare, la densita congiunta di Yy, e Yy, &: fy, v,.(y1,¥2) = nme ™1 "™¥21, 4 4.50.
Ora, per dimostrare che non converge, basta far vedere che non & di Cauchy rispetto a d: esiste un £*
tale che per ogni ng esistono due indici n,m > ng tali che d(X,, X,,) > €*. Infatti, si ha

d(Xy, Xim) = d(nYy, mY,) = E(|g(nYs) — g(mYs)|) = /W lg(ny1) — g(my2)| fv.,.v.. (Y1, y2)dy1 dy:

= [ o) = glomye) e~y dy,
]R+

iv



Consideriamo il cambio di variabile (z1,z2) = (ny:, mys2): il TCV da

o o 1
/ lg(ngn) — g(mys) | mam ™2 dy, dy, = / l9(@1) — glas)| nme " - L da, do,
- / l9(21) — g(w2)] €% day d = C,

w2

dove Cy(> 0) & semplicemente il risultato di quell’integrale che, si noti, non dipende né da n né da m.
Ma allora per ogni n e m, d(X,, X,,,) = C,, quindi la successione {X,,},, non & di Cauchy rispetto a d e
dunque {X,}, non pud convergere in probabilita.

d) Supponiamo per assurdo che esista una metrica dy tale che la convergenza q.c. sia compatibile con
dp, cioé per ogni successione {X,}n,

X, —> X qc. seesolose do(X,,X)—0.

Quindi, supponiamo (per assurdo) che esiste uno spazio metrico (X, dgy) dove do(X,,X) — 0 per n — oo
significa che X,, — X q.c. Vale allora il risultato suggerito nella nota: se da ogni sottosucessione di
{Xn}n € possibile estrarre una (sotto-)sottosuccessione che converge a X, allora X,, converge a X.

Consideriamo una successione {Y,}, tale che
Y, — Y in probabilith ma Y,A Y q.c.

(ricordiamo che almeno una successione con queste caratteristiche esiste...). Ora, prendiamo una qualsiasi
sottosuccessione {Yy, }x di {Yn}n.- Ovviamente Y,, — Y in probabilitd per k& — oo, quindi da essa
possiamo estrarre una (sotto-)sottosuccessione che converge a Y q.c. Ma allora, usando il risultato sopra
riportato, si avrebbe che Y,, = Y q.c., il che e assurdo. Dunque questa metrica dy in realta non esiste.



