ISTITUZIONI di FISICA MATEMATICA (FM2) (1 modulo), A.A. 2001/02
COMPITO (3/6/02)

Esercizio 1 (8 punti)
Si determini la soluzione di

Au(z,y) =0 1<z +9% <4, y>0
u(z,y) = 0; 4+t =1 y>0

0

Llay) =1 Py =4 y>0

on

u(z,y) = 0; 1<2?<4,  y=0

Soluzione Si cerca la soluzione in coordinate polari come superposizioni di ar-
moniche

u(r,0) =M+ N6 + Alogr + Z(g)”[An cosnb + By, sinnf]
n>1

+ Z(g)_"[Cn cosnf + D, sinnf)]
n>1

Imponendo la condizione al bordo
u(r,0) = 0; u(r,m) =0 1<r<2

si ottiene
M=N=A=A4,=C,=0 n>1

Imponendo la condizione al bordo

w(1,)=0 0<0<m

si ottiene
Z [Q%Bn + 2"Dn] =0
n>1
Quindi
2LTLBH-}-2"D”:0 Yn > 1
ottenendo

B, = —2?"D,

Imponendo la condizione al bordo
ur(2,0) =1 0<o<n

si ottiene 1
B Zn[Bn —D,]sinng =1

n>1

e sostituendo 1
5 > nDy [2°" +1] sinnf = -1
n>1
1



Sviluppando in serie di Fourier 1 nell intervallo [0, 7] si ottiene

1= Zansinnﬁ

n>1

con 5 5
ap = —/0 sin nfdf = %[1 — (=17

™

Si ottiene quindi
Gn

D,=-2—" _
" n[22n 4+ 1]

e la soluzione in coordinate polari é quindi

u(r,d) = Z D,, sinnf

n>1

Esercizio 2 (7 punti)
Verificare D’esistenza e determinare la soluzione di

(1 —y*)uy +uy =u
u(z,0) ==

Si determini sin dove é possibile estendere la soluzione trovata.

Soluzione La soluzione esiste localmemte ed é unica per ogni z in R. Le equazioni
per le caratteristiche sono

%x(t, s)=1

d 2

Su(t,9) = (1-y?) "
Ez(t, s)=z

z(0,8) = s y(0,8) =0 2(0,s) =s
La soluzione é
z(t,8) =t+s 2(t,8) = e's
Risolvendo per y € (—1,1)

vy o1 1 1
/0 md@ = §log % = arctanh y

si ottiene
y(t,s) = tanht

1+y

1
3
= y] [z — arctanh y]

u(z,y) = 2(t(z,y), 8(z,9)) = [

Pué essere estesa per y € (—1,1).



Esercizio 3 (8 punti)
Si determini la soluzione u(z,t) di

Ugy + e singet = ug z€e€R t>0
u(z,0) =0 zeR

e si dimostri che sup,cp sup;cp+ [u(z,t)| < 1.

Soluzione La soluzione é

t 2
1 _le—ui®
u(a:,t)z/ e_sdsi/e i gV sin ydy
0 R

VA (t — s)

Si ottiene facilmente la stima

t
sup |u(z,t)| < sup |e_$2 sin:c|/ e ®ds<1—et
z€R TER 0

Esercizio 4 ( 7 punti)
Si determini la soluzione dell’equazione

Ut = Ugy O0<z<l1 0<t
u(z,0) =z ug(z,0) =0 0<z<1
up(0,8) =0 u(l,6)=0 0<t

Si discuta la regolarité della soluzione trovata.

Soluzione La soluzione si trova per separazione di variabile

2n —1
u(z,t) = Z cn(t) cos n2 T
n>1
con ¢, (t) soluzione di
m—1 17
4@:—[2 n]%@ 0<t n>1

dove a,, €

/1 2n —1
a, = T COS nxdr
0 2

La soluzione generale é data

2 2n —
en(t) = Ay, cos i mt + B, sin i mt

Dalle condizioni iniziali si ottiene B, =0 e A,, = a, per n > 1. Quindi

2n —1 2n—1
u(a:,t)zz:ancos n2 Tt cos ——

2
n>1

Se |an| < Zr allora la serie che determina la soluzione, come pure le serie ot-
tenute derivando due volte rispetto a ¢t e z ciascun termine della serie, convergono
uniformemente per z € [0,1] e t > 0.



