2 1l prodotto di Dirichlet di funzioni aritmetiche

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che, data una funzione aritme-
tica moltiplicativa f, anche la funzione

os(n) =) f(d)
d|n

e una funzione aritmetica moltiplicativa.

Una generalizzazione di questa idea e stata perseguita da .T. Bell nel
1915 introducendo un nuovo tipo di moltiplicazione tra funzioni aritmetiche,
che prende spunto dalla teoria delle serie di Dirichlet.

Definizione 2.1. Siano f e g due funzioni aritmetiche. Definiamo il loro
prodotto (di convoluzione) di Dirichlet ponendo

(F*9)(n) 1= dZ|:f(d)g<%) .
Si vede immediatamente che:
(2.1.1) or=fx1

e, quindi,
T=1x1, o=ex1l,

e, pit generalmente,
oF=efx1, per ogni k > 0 .

Un ruolo molto importante in relazione al prodotto di Dirichlet ha la
funzione p introdotta da M&bius.

Definizione 2.2. Sia
€1 €2

n=pipy ... P

la fattorizzazione in primi distinti di un intero n > 2, con e; > 1 per 1 <1 <
r. Si ponga:

1 sen=1,
p(n):=4(=1)" sen>2 e eg=ey3=--=¢€,=1,
0 altrimenti .
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La funzione sopra definita viene chiamata funzione p di Mobius ed & una
funzione moltiplicativa, ma non totalmente moltiplicativa.

n 1234567 [8]9]10]11]12
pl) |11 [-1fo[-1[1[1fo]o[T[-1]0

E subito visto che u(n) = 0 se e soltanto se n ha un fattore quadratico > 1.

Proposizione 2.3. p*1 = u; cioé, per ognin > 1:
1, sen=1 1

d = ’ = | —

dz|:'u() {0, senZQ} [n]

Dimostrazione. La formula e ovviamente vera per n = 1. Poiché o, = px1
e una funzione moltiplicativa (Proposizione 1.4 e (2.1.1)), utilizzando la
Proposizione 1.6, basta dimostrare che, per ogni primo p e per ogni e > 1,

risulta:
ou(p9) =D u(d)=0.

d|p®

Dalla definizione di g discende immediatamente che:

dould) = p() + p(p) + u(p*) + -+ p(p)=1-140+--+0=0.

dlpe
|
Teorema 2.4. Il prodotto di Dirichlet tra funzioni aritmetiche gode delle
sequenti proprieta: prese comunque le funzioni aritmetiche f, g ed h:
(a) f*g=gx*f (proprieta commutativa);
(b) (f+g)xh= fx(g«h) (proprieta associativa);
(¢) fxu=f=uxf (possiede come elemento neutro la funzione u).

Dimostrazione. (a) Basta osservare che f ¢ si puo anche esprimere nella
maniera seguente:

(fxg)(n) =Y fla)g(b),

ab=n
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(dove a e b variano tra tutti gli interi positivi tali che il loro prodotto &
uguale ad n).
Allora, e subito visto che:

Y. flagb)= > g(0)f(a) = Y ga)f(b)= D g(a)f(b) = (g% f)(n) .

ab=n ab=n ba=n ab=n

(b) Non e difficile assicurarsi che:

(fxg)xh)(n)= > f(a) = (f*(g*h))(n)

abc=n

(dove a, b e ¢ variano tra tutti gli interi positivi tali che il loro prodotto &
uguale ad n).

(c) Per (a), basta far vedere che f+u = f.
Se n = 1, allora & ovvio che (fxu)(1) = f(Du(l) = f(1). Se n > 2,

o (f + u)(n Zf o) = s

perché u (%) =1 se d = n, mentre u (%) = 0 se d # n.

Sia A Uinsieme di tutte le funzioni aritmetiche f tali che f(1) # 0.

Teorema 2.5. (A, *) é un gruppo abeliano. In altri termini, tenendo conto
del Teorema 2.4, per ogni [ € A esiste un’unica funzione aritmetica f~' in
A, chiamata 'inversa di Dirichlet di f, tale che:

frft=u=f1xf.

Precisamente, =1 ¢ definita per ricorrenza nella maniera sequente:

ﬁ, sen=1;
-1 o
e (?—i))(dlzn £ f-1<d>) L sen> 1

Dimostrazione. Data la funzione f, per ogni n > 1 dobbiamo mostrare
che 'equazione:

(f+ f7H () = u(n)
ha un’unica soluzione, la quale determina il valore f=1(n) della funzione f~1
calcolata in n.
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Per n = 1, abbiamo:

(f+ FH(1) = u(1) , ovvero, fF(1)f (1) =1,
e, quindi, essendo f(1) # 0, allora:

1
7=
f)
e, dunque, f~1(1) # 0.

Procediamo per induzione su n > 1. Supponiamo n > 2 e di aver de-
terminato univocamente i valori di f~!(k) per ogni k& con 1 < k < n. Ci
proponiamo di determinare univocamente il valore di f~!(n) in modo tale
che:

(f + 7 (n) = u(n) = 0.

Questa equazione puo essere scritta nella maniera seguente:

SO+ f (5) i =0,

dln

d<n
Dunque, essendo noti (per ipotesi induttiva) i valori di f~1(d) quando d < n
ed essendo f(1) # 0, abbiamo necessariamente che

) == S ()

dln
d<n

Si noti che se f/, f" € Asonotaliche f* f'=u= f'xf, f«f'=u=

'« frallora f"= ffxu=f"x(f«f")y= ('« ixf"=uxf' = f"
O

1

Corollario 2.6. u=! =1 (ovvero 171 = p).

Dimostrazione. Semplice conseguenza della Proposizione 2.3 e del Teorema
2.5.
|

Osservazione 2.7. (a) Si noti che la dimostrazione del Teorema 2.5 prova
che, se f e una funzione aritmetica, allora:
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f & invertibile (rispetto al prodotto di Dirichlet) < f(1) Z0<: fe€ A.
(b) Si noti che se f,g € A allora
(feg) ™ =g e =T wg™
Infatti, (fxg)xg % fTl=fr(grg D * fl=fruxfl=fxf1=u

Proposizione 2.8. e = ¢ * 1; cioe, per ogni n > 1, risulta:

n=> o(d) IZ@@) :

d|n d|n

Dimostrazione. Questa proprieta della funzione ¢ & stata essenzialmente
gia verificata nella dimostrazione del Teorema 1.5.13. Per maggiori dettagli
cfr. anche I’Esercizio 1.5.

a
Corollario 2.9. (a) ¢ = e * p (ovvero, p(n) = 3y, n@, per ogni n €
Nt).
(b) 1 =7xp (ovvero, 1 =37, T(d)“—), per ogni n € NT ).

(dn
(c) e =0 xpu (ovvero, n =73y, O'(d)%, per ogni n € NT ).
Dimostrazione. (a) segue dalle Proposizioni 2.3 e 2.8. (b) e (c) sono con-

seguenze della Proposizione 2.3 e del fattoche r=1%x1e o =ex1.
|

Lo scopo che ci prefiggiamo ora e quello di descrivere meglio gli inversi
rispetto al prodotto di Dirichlet di alcune funzioni moltiplicative.

Proposizione 2.10. Se f ¢ una funzione totalmente moltiplicativa allora

f()y =1 e f~' = uf, dove il prodotto di giustapposizione di funzioni arit-
metiche € definito nella maniera sequente:

(nf)(n) :=p(n)f(n) , perognin>1.

Dimostrazione. Se f ¢ una funzione moltiplicativa (anche non totalmente)
allora necessariamente f(1) = 1 perché:

fn)=fn-1) = f(n)f(1) .
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Per concludere basta far vedere che:

pfxf=u.
Infatti,

ot s ) = S enas(5) = S s@s(s)

d
d|n d|n

e poiché f e totalmente moltiplicativa allora:

Ofa L) = d) f(n) =
Sudfs(G) = Sudsn

= f(n) (Z pld) | = f(n)((nx 1)(n) = f(n)u(n) .

d|n

Si conclude facilmente osservando che f(n)u(n) = u(n), per ogni n > 1.

a

Corollario 2.11. (a) e7! = pe.

(b) 771 = p* p.

(c) o7t = pex p.

(d) ¢=! = pex 1 (ovvero, =" (n) = 3oy, p(d)d, per ognin >1).
Dimostrazione. (a) segue immediatamente dalla Proposizione 2.10.

(b) discende dal fatto che 7 =11 e che 17! = p.

(c) discende dal fatto che o = e+ 1, che e™! = pe e che 171 = 4.

(d) segue da p = ex p, da p=! =1 edae™t = pe.

a

Nelle seguenti tavole calcoliamo esplicitamente i primi valori delle fun-

zioni inverse (rispetto al prodotto di Dirichlet) delle funzioni aritmetiche
moltiplicative sopra esaminate.

n 1234|567 [8[9|10] 11 |12
etm)y|1]2]-3[0|-5]6|-7[0[0]10|-11] 0

2|3 516|718 10 [ 11 | 12
771 (n) 20201204201 ]4|-2]-2
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n [[1]2[3[4[5]6]7][8[9[10] 11 |12
oIy [[1][3[4]1]6|12]-8]04[18]-12] =R

2 (34567 [8[9]10]11]12
o tm) T[T 2]0al2]-6[-1|2]410] 2

Osservazione 2.12. Dalla definizione di p e dal fatto che e=! = pe si ricava
immediatamente che:

1, sen=1;
etn) =3 (=1)'n, sen>2ee;=e3=-=¢, = 1;
0, altrimenti ;
dove n = p'p5% - ... pir & la fattorizzazione in primi distinti di n > 2, con

e; > 1perl<i<r.

Proposizione 2.13. Sia f una funzione moltiplicativa non costante su 0.

Allora:

(a) pf x1 € una funzione moltiplicativa.

(b) Sen=p'p3*-...-p<r € la decomposizione in fattori primi distinti di
n>2 (cone; >1 perl<i<r)allora:
(uf+1)(n) = [T(L = F(pi) -
=1
Dimostrazione. (a) Si noti, in generale, che se f,¢ sono funzioni molti-
plicative, allora la funzione fg ottenuta per prodotto di giustapposizione e
definita ponendo (fg)(n) := f(n)g(n) & anch’essa una funzione moltiplica-
tiva. L’enunciato segue ora dalla Proposizione 1.4.

(b) Basta osservare che, per ogni primo p e perognie > 1, (uf+1)(p°) =

pO )+ u@) f(P)+0- fF(p*) + -+ 0 F(p%) = 1= f(p)-
(I

Corollario 2.14. Per ogni n > 2, si ha:
et =110 -p)
pln
Dimostrazione. Dal momento che ¢ = e * p (Corollario 2.9 (a)), allora
o' =e 1 s u7! = pex 1. La conclusione discende immediatamente dalla
Proposizione 2.13 (b).

d
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2 Esercizi e Complementi

2.1. Mostrare che, per ogni k > 0,
(a) ()7 = pe
(b) (")7" = pe® ¥ p.
[Suggerimento. (a) Basta osservare che e* & una funzione totalmente moltiplicativa

e, quindi, si puo applicare la Proposizione 2.10.
(b) Si noti che o* = o.x = €* * 1, quindi (¢*)7! = (e*)~! ¥ pu]

2.2. Sia f una funzione moltiplicativa, non costante su 0. Mostrare che:
f & totalmente moltiplicativa < f~! = uf.

Dimostrazione. (=) gia dimostrata nella Proposizione 2.10.
g
<). Basta mostrare che, per ogni primo p e per ogni intero e > 1, f(p°) =
g g
F(p))¢. Sinoti che, dall’'uguaglianza u = f=1 % f = puf * f, ricaviamo che per ogni

n > 1: n
S udfdf(5) =0
dln

In particolare, per n = p°,

pFWF @) +p®) f) ) =0
cioe
Fo%) = F)f (") =0
Da tale relazione si ricava facilmente per induzione, su e > 1, che f(p®) = (f(p))°.]
2.3. Sia n = p{*ps? - ... pir la fattorizzazione in primi distinti di n > 2 (con

e; > 1 per 1 < i< r). Mostrare che valgono le seguenti uguaglianze:

r

(a) > u(d)d=T[01—-p).
dln

i=1

(b) %%:ﬁ(pi).

(¢) Y n(d)r(d) = (1)
dln

(@) S pld)o(d) = (<1 [[ o
dln

i=1
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() D u(d)e*(d) = (1) T ot
d|n i

(£) Y uld)e(d) = ]2 - p)-
dln i=1
[Suggerimento. Semplice applicazione della Proposizione 2.13 dove f ¢ la funzione:
e e nel caso (a) (con e(p) = p);
1 1oy — 1y.
o cnelcaso (b) (con 2(p) = ;);
e 7nel caso (¢) (con 7(p) = 2);
e o el caso (d) (con o(p) =14p));
e o* nel caso (e) (con o®(p) = 1+ p*);
e ¢ nel caso (f) (con ¢(p) =p—1).

Si osservi che la formula (b) & strettamente collegata alla formula seguente (Corol-

lario 1.7 (c)): )
o(n) :ng (1_ pi) .

Infatti, la (b) si pud ricavare anche dalla formula precedente, tenendo presente
I’Esercizio 1.5 e notando che:

1 1 1 1 1
prl=ez>p=ekpu=>—p=—(expy) =>—p=1—p=—-pux*l
e e e e e

ciot To(n) = (z¢) (n) = (zp*1) (n) = 1y, 1(d) ]

2.4. Siano f, g, h tre funzioni aritmetiche. Mostrare che:

(a) (f +9)xh=(f+h)+(g*h);

(b) se f & totalmente moltiplicativa, allora:
flgxh)=fg*[fh,

(dove, al solito, (f + g)(n) := f(n) + g(n) e (fg)(n) := f(n)g(n), per ogni n).

[Dimostrazione.
(a)
(F+9)xh)(n) = Y (f+ g)(d)h(%) =3 (@ —i—g(d))h(%) =
dln dln
- T ron(t) () -
dln dln
= (fxh)(n)+(gxh)(n).
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(Flaem)(m) = 0> a@h() = 5@f () S u@n(G) =
dln

dln

S F gl f(5) (%) = (fa x fh)n) ]

dln

2.5. Sia f una funzione moltiplicativa, non costante su 0. Mostrare che:

(a) se n & privo di fattori quadratici, allora:
) = pn) f(n)

(b) per ogni primo p,
[Suggerimento. (a) Si noti che, per ogni primo p,

0=ulp)=(f+F1)p) =)+ flp)

quindi:

(b) Per ogni primo p si ha:
0=wu(p®) = (f+ @) =0+ fW) ) + F(0°)

quindi, tenendo conto di (a),
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