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1. Sia X uno spazio metrico; 7 la topologia indotta dalla metrica su X.
Dimostrare il teorema di unicita del limite in X (cioé che il limite di una
successione in X, se esiste, & unico).

2. Considerare la seguente famiglia di sottoinsiemi di R?
B={(—a,a) xU/ae R, U € 7.}
Dove 7. ¢ la topologia euclidea su R.

(a) Dimostrare che B ¢ una base e sia detta 7 la topologia che induce.

(b) Calcolare interno, esterno, frontiera e chiusura dei seguenti sottoin-

siemi di R?
lasse Passe y {(0,0)}
{(W,\/i)} D1(072) D1(2,0)

{(@y)/y >zl +1} {(z.9)/z € Z} R*\{(z,y)/2* +y>=1}.
I dischi sono intesi nel senso ususle, ma non necessariamente sono
degli aperti con questa topologia.
(c) Dimostrare che questa topologia ¢ meno fine della topologia euclidea

su R2.

3. Sia f : X — Y un’applicazioni di insiemi e sia 7 una topologia su X.
definiamo la famiglia di sottoinsiemi di YV’

f(T)={ACY /) f YA eT}.
(a) Dimostrare che f.(7) & una topologia su Y e che, prendendo su Y

questa topologia, f & continua

(b) Dimostrare che se 7’ ¢ un’altra topologia su Y che rende f continua
allora f.(7) = T’

(c) Dimostrare che se 7 ¢ la topologia discreta su X, f.(7) ¢ la topologia
discreta su Y.

(d) Dimostrare che se f ¢ un’applicazione costante, f.(7) ¢ la topologia
discreta su Y qualunque sia 7.

4. Sia Y linsieme quoziente % e p: R — Y la proiezione; si consideri
su Y la topologia p.(7c). Si considerino la successione in R definita da
ap :=n+ % e la corrispondente successione in Y data da b, := p(ay,).



(a) Verificare che la successione {a,} non ha limite in R mentre la suc-
cessione {b, } ha un punto limite in Y.

(b) Dimostrare che R e Y non sono spazi topologici omeomorfi. (Sugg.:vedi
esercizio 4, tutorato n.4)

(¢) (facoltativo) Costruire una topologia analoga a quella euclidea per gli
spazi proiettivi Pg.



