AMD5: Tracce delle lezioni- XI Settimana
LA DISEGUAGLIANZA DI SOBOLEV
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Tale formula si basa sulla formula di integrazione per parti
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che é a sua volta conseguenza del Teorema Fondamentale del Calcolo. Ad

esempio,
0
/ (uv = / dry...dzy =0
811 61’1
RN RN 1
Prova della formula di rappresentazione. Per ogni fissato x,
/ |x—y|N lli%z / dy; (e prel
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R 1 N 2z —y;)?
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Prova della diseguaglianza di Sobolev. u € CPRY) =

\%
lu(z)] < ¢ / |:B‘—1;(|%V)’1 dy = c (|Vu| *xGy_1)(z) Vz e RY =
RN

ul| 3o < |Gy * | Vull| e < ¢ [Vl
N—p N—p

Diseguaglianza di POINCARE. Sial <p<N.
VR >0, Je=c¢(N,p,R): / |VulP > c/ |ulP Yu € C5°(Bg)
RN RN
Infatti, se % + % =1, allora, usando Holder e quindi Sobolev,
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Diseguaglianze di MORREY. Sia p > N .
())VR >03Fc=c(N,p,R) : Julle < c<f \Vu|p>p Vu € C§°(Bg)
RN

@) 3= clp. V) Julo) )] < cloyfF ([ ) e cpmy)

(i) Utilizzando la formula di rappresentazione e quindi Holder, ed usando il fatto
che
p>N = 1:1—1 > Nl = ¢(N—-1) < N
q p N
vediamo che

ue CP(Bg), xRN = |u(z) §c/ mciyﬁ
RN
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(ii) Sia @, := {z: |z;] <r Vi} ( cubo di lato 2r centrato nell’origine). Fissato
T,sla u = ﬁ J  w lamedia di u su @ := @, +T. Per ogni x € ) risulta

Qr+7
1 y—
i-u(o)| = |ggryy [ 000~ u@lanl < [ |25 [ 19aten-+ 0= )l ] ay <
Q Q
1
= fo ( Wdz> dt < 75 (f |vu|p> Lol (tQ)' 7 4 =
(1-t)z+tQ Q
1 P
VN (2r) % / vap |/ £ dt = (N,p) s / Vul?
QQT"’E Q27"+E
Dunque, fissati x,y e posto r = |z —y|, T = “3+y , per cui z,y € @, + T, si ha
u@) —u(y)| < 2:(Np) 5 | [ VP | = 2eNp)la—yl'F | [ Var
Q2r+T N

Il Teorema di compattezza di RELLICH.

P
Sia  u, € C§°(Br), con  sup, ( / ]Vun\p> < 4o00.  Allora
RN
(i) se 1 <p < N, u, hauna sottosuccessione convergente in L"(Bg) Vr < p.

(ii) se p = N, u, ha una sottosuccessione convergente in L"(Bg) Vr.

(iii) se p > N, u, ha una sottosuccessione uniformemente convergente in Bp



Prova. (i) Sial<r< NN—_’;. Da Holder e quindi Sobolev segue che

1 1
s P
sup /]unlr < ¢(R) sup /\Vun]p < +o00

Np

Siaora 1<r < Np La diseguaglianza di interpolazione da

3=

IN

a€l0,1), a+(1— oz)NN_pp = i : (R/ | (2 4+ h) — up(x)|" da

(I—o)(N—p)
Np

(R/ |un(x + 1) — un ()] (R/ [t (@ + h) — ()| 75

Il secondo fattore, grazie a Sobolev, resta, nelle nostre ipotesi, limitato e

vol(BR)%f1 / [tun (x+h)—u,(x)|de < vol(BR)%f1 / (/01 | < Vu,(z+th),h > |dt> dx

RN RN

1 P
< |h\/0 (R/ Vup(z+th)Pde | dt = || (R/ V()P dz | <c|h|

La compattezza di u, in L"(R”Y) segue quindi da Frechet-Kolmogoroff.

(ii) In tal caso sup,, < / |Vun|r> < 400 Vr, e quindi, come in (i), otteniamo
RN
la compattezza di u, in ogni L".

(iii) La (i) nel Teorema di Morrey dice sup,, ||tun|/cc < +00 mentre la (ii) assicura
la equicontinuita delle u,,. La conclusione segue quindi dal Teorema di Ascoli-Arzela.

Poincaré e Morrey (i) non valgono in RY. Se uc(z) = eru(exr), é
N
Jry |uel? = 1 mentre [gn |[Vue? —co 0 ;5 se p > N e u(z) := e» ulex), é
N
Jan VP = 1 mentre ||ueljoo > €7 Hu(0)| —co +00 se u(0) # 0.

Analogamente si vede che Rellich non vale in tutto R" né fino all’espo-

nente limite p* := N]\%.



SPAZI DI SOBOLEV: H!RYM) e D!RY)

Abbiamo visto che

—— v = — Yue C®,  YveCPMRN
s &L’] / 895] we ’ ve G (RY)

Derivata debole.  Sia u € L}, ,(RY) (cioé [ |u| <400 VR >0). Se

3w e L, (RY): / uj v o= —/ Vv € Cg°(RY)
8%
RN
diremo che u; é la derivata debole di u rispetto alla j-esima variabile e scrivere-
mo 2 w;. Se u ha derivate deboli 2~ = w;, j = 1,..., N, scriveremo
sz J ox; J

_ 8

Vu (87:“’8:;;\7)

NOTA. E una buona definizione:
(i) wuj,v; € L (RN, [ ujv=— f uax = [ vjuv Ye Ce(RY) =
RN I RN

J (uj —vj)v =0 YveCPRY) = (u] — v;) =0.
RN

In particolare, ogni funzione C§° ha derivate deboli che coincidono con le derivate
usuali.

(i) w, »win L}, Oju, —v;in L},, = wu ha derivate deboli d;u = v;

Infatti
/u 8j90:liqgn/un Ojp = —liTan/go Ojun = _/@Uﬂ'

Definizione.

HY(RM) ¢ lo spazio delle funzioni in L? con derivate deboli in L?, dotato del
prodotto scalare e relativa norma

< U, > = / uv+ < Vu, Vo >, ull2: = / lul* + |Vul?
RN RN

DYRY) é lo spazio delle funzioni in L% con derivate deboli in L?, dotato del
prodotto scalare e relativa norma

<0 Sp = / < Vu, Vo > lul|2: = / Vul?

RN RN



H' é un Hilbert

Sia u,, di Cauchy in H*, ovvero u,, d;u, sono di Cauchy in L?. Dunque esistono
u € L? wu; € L*? tali che

u, —u in L* O, —u; in L

Allora, (vedi Nota-ii), u ha derivate deboli in L? date da d;u = u;, ovvero u € H'.

Prop. 1.
0 o)
(i) peCF ucH = pxucH e a%(gp*u):(p*amuj
0 )
(i) @eCP,ueD = pxuecD e axj(gp*u):gp*axuj
Infattl7 u, %ELz = © * U, ¢*%ECWHL2 e

/¢3j(90*u) = /Mw*u = / (R/ (O50) (@ = y)uly) dy | () dv =

-1/ E;Zgo(x—y)u(y) dy|v@)dr = [ (pxom)v W e CFRY)

RN

Prop. 2.
(i) YueH', Ju, e CRY): wu, —u, O, — dju in L*

2N

(1) YueD', Ju, € CRN): w,—u in L¥2, O, —du in L

Prova. (i) Sia ¢ € C§° nucleo regolarizzante: ¢, x u € C§°, @ *xu —
u,  0j(pe *x u) = @ * O;u — Oju in L?. Le ¢, * u non saranno peré in generale
a supporto compatto. Basta perd osservare che

YweC®NL? v, €CC: v, —v, 0;v, — Ojv  in L?
Sia infatti

YECE,0<y <1,y =1if |[2] <1,9 =0 if 2| > 2,9 (2) = (ex) — 1Vr € RY

6



Allora  (prenderemo v,(x) = v(x)¥(%))
v(z)Y(ex) — u(z) Vo € RN, |vyp | < Jv| € L* = v —cov in L
8]- (’Uwe) = weaj’l) + ’Uajwe —e—0 (9]'1) in L2
perché ¢.0;u — ¢ 0;v puntualmente e | J;v| < |0;v| implica ¥.0;u —_ 0;v in
L?* (convergenza dominata), mentre
Jlwowd? = [v?100l(e) < 0911 [ 02 =00

(i) Qui, @.*xv—v in L~ 0j(pe xv) = e x dju — dju in L2

Come in (i) basta mostrare che

2N 2N
YweC*NL~v—2, J,e€C®: v, —wvin LVN2,  0jv, — 0jv in L?

Come in (i), v —c v in L¥2 e 1.0;v —.0jvin L? mentre
N2
N 2
2N_ N
[wewal < [ weople) < | [ opEE] ([lowe)
1<]ex|<2 <lex|<2
N2
N ¥
2
<| [ o] (1) =
1<|ex|<2
NOTA H' c D', inclusione stretta. Infatti, se w € HY, u, €
o U, — u in L2 dju, — d;u in L?  da Sobolev

(f|u |N 2) B < [|Vu,|* e quindi, per Fatou, u € L¥,

. 1 z 2N 2
Poi, se U(a:)zi( e N>3, ¢é UegLvr-—3, IVU* =
14|z

E\JIV —42)2(1+||3;||22)N e quindi |[VU| € L?*, mentre [U?=/[ W <400 &
>

Corollario
e [
v, vE ox; 890]
RN

L’uguaglianza vale per approssimanti u,, v, e, nelle ipotesi fatte, é lecito passare al
limite.
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~
Diseguaglianza di Sobolev (f |u\13N2> < ¢(N) [ |[Vu]? YueD!

RN RN

Infatti, u,, € CgO, U, — u in D!,

N-—2
~
/ ]u|N < lim inf / |un|N 2 < liminf ¢(N) / |Vu,|? = ¢(N) / |Vul?
" RN RN
é Hilbert.  Se infatti u, é di Cauchy in D', ovvero d;u,, sono di Cauchy

in LQ, per la diseguaglianza di Sobolev u,, é di Cauchy in Lz, Dunque esistono
2N
uw€ LN, u; € L? tali che

. 2N . 2
U, —u in L¥2  OJju, —u; in L

Allora, vedi Nota-ii, u ha derivate deboli  d;u = u; e quindi u € D' e

Esempio. Sia he LV, Allora
h(y)(z; = y;)dy
h+Gy €D e & / ——(N-2) [ R
Y e e T e
In primo luogo, da (HLS) segue: ||h GN_QH% < d(]\f)||h||13+\rr2
Poi, se h € C{°(Bg),
oh 1 oh 1 0 oh dz
ar - - o )= [ L
ax](x Z)| |N 2| = || ||OO| |N 5 XBr = axj< *G N 2) axj(x Z)|Z|N_2
B 8h B dz L 8h dy B
" a% (2 + |z|2)¥ ) agpj (2 + |x _ y|2)¥
N —2 ;
tim [ () == D@ =) gy g /h g
0 (€2 + o —yl*)* y|
perché | ‘Zﬁ\, 2| < HhHooW XBg- In particolare, ancora (HLS), d4

||87x](h* Gny_a)lle = (N =2)|[|h* Gn_1]]2 < d<N)||h||%
Allora by € G, hn = b0 L% = ”%(hn * Gn_g) — %(hm * Gy o)l <
a(N)|[hn — hm”% = hy,*Gn_y édi Cauchyin L? = hxGyx_o€Dle

y] dy

0 0
—(h*xGy_ 2)—hma—(h *« Gy_ 2)—hm /h —y|N

Oz, zj

— (N —2) /h
Ix—y|N



Problemi e complementi XI Settimana
Problema 1. Sia
e} 2. 00 2 __
AMR) == 1nf{/RN Vul?:  ue C(Bp), /RN 2 = 1)

Esprimere, utilizzando cambi di scala, A(R) in funzione di R e di A(1) e descrivere
il comportamento di A(R) al tendere di R a zero e a +00

Problema 2. Sia N > 3. Sia

S::inf{/RN\Vu\2: ue C*(RY), /

2N
[l =1

S(R) =int{ [ |[Vul': weCFBr), [ =1}

Provare che S(R) non dipende da R.
Dedurre che esistono successioni u,, € C§°(By) tali che sup,, [gv |[Vu,|* < +o0o e
che non hanno estratte convergenti in L** N — 2(R"Y)

Esercizio 1. Esistono successioni u,, € C§°(RY) tali che sup,, gy |[Vu,|? < 400
e che non hanno estratte convergenti in L2(RM)?

Suggerimento. Considerare f(x) = ﬁx[_m]



