AMS5: Tracce delle lezioni- VIII Settimana

INTEGRAZIONE IN R”Y

Nel seguito, con LY indicheremo di regola la misura di Lebesgue in R".
Ricordiamo che la misura di Lebesgue in R" ha le seguenti fon-

damentali proprietd (che in effetti la caratterizzano):

é misura boreliana regolare, invariante per traslazione
é finita sui compatti e positiva sugli aperti

Siccome LY (R) = vol(R) per ogni rettangolo R,
¢é invariante per riflessione e positivamente omogenea di grado N

Inoltre valgono le proprieta di approssimazione
LN(A) =inf{LN(O): AcCO,O0 aperto} VA C RV
LN(E) =sup{LY(K): K C E,K compatto} VE C RY Lebesgue misurabile

Dall’invarianza per traslazione segue I’
invarianza per traslazione dell’integrale
se  mf(x):=f(x—h), =z, heRN allora
Tnf é misurabile <  f & misurabile e / (T f)dLN = / far™
RN RN

Dalla N-omogeneita e dall’invarianza per riflessione seguono le regole di trasfor-
magione

/ Fltz)dLN =N / F@)dLy vt >0, / F—z)dLY = / Fla)dLy
RN RN RN RN

Le regole di trasformazione sopra indicate non sono che casi particolari della gen-
erale formula di cambio di variabile, ben nota nell’integrale di Riemann che coincide
infatti , sulle funzioni continue a supporto compatto, con I'integrale di Lebesgue.



TEOREMI DI DENSITA
(approsimazione in media).

1. Proposizione (approsimazione mediante funzioni semplici). Sia p
misura su X,p > 1. Allora

per ogni f € L? esistono funzioni semplici ¢; tali che [ |f — ;P —; 0.

Infatti,se 0 < f = lim; p;, p; < f funzioni semplici, é 0 < [(f—¢;)? —; 0
(convergenza dominata). Basta poi scrivere f = fT — f~.

Approssimazione di funzioni sommabili in R"” mediante funzioni Cy(R").

2. Proposizione (approssimazione di funzioni caratteristiche). Sia
E C RN Lebesgue misurabile, p>1. Se L"(E) < oo, allora

Ve>0, Jp. € Co(RY): Jrv lpe = xElP < €

Basta ricordare che esistono K, compatto, O, aperto, taliche K. CFE C
Oe € LN(OE\KG) S €

Sia 6 > 0 tale che d(z,K.) <¢§d = =z € O.. Basta allora porre
ve(z) =y(d(z,K.)) ove ~veC(R) convy(0)=1ex(t)=0set>.

3. Corollario . Se [z |f|P < o0, esistono f; € Cj tali che [gn |f — f;]P —; 0.

Segue subito da 1 e 2

4. Corollario . [g. |f| < 00 = [ga |f(z+ D) — f(2)|P dv —p—0 O.

Ovvio se f € Cj (convergenza dominata). Poi,
fieG®Y, [If=fPr—0 =
Buyof [ /(w4 h) = f@)")7 <
< Tnppool( [ 1o h) = f(a+h) ") + /|fg (e+h)=F@)P)o+([ 1 (@)= @) <

< 2 [ 1fi(@) - f))3



PRODOTTO DI CONVOLUZIONE.
Siano  f,g € L'(R").  Allora
P(x,y) = f(z —y) 9(y), (r,y) € R" x R" é sommabile e

Lo Ae=wewl< [ 111 [ 1l

Infatti, se  f,g € Co(R"), allora P(z,y) = f(z —y)g(y) ¢ in Ch(R™ x R")
e, per il Teorema di Fubini-Tonelli e I'invarianza per traslazione dell’integrale,

[ ([ 1= ez @) dre) = [ (1sw)] [ 1o - ldzre) dr) =
([ lswlarw) ([ |f<x>|dL”<x>)

Sepoi  fj,9; € Co(R™), fj — f, g; — g in L'(R") e quasi ovunque, allora
P; — P quasi ovunque in R" x R" e

Jre P@ N <500 [ PG| < sup( BN, lal) < oo
R"xR"” nxR™ j R R
Di nuovo Fubini-Tonelli d&  [gn g [f(2 —9)g(W)| < Jgn | f] Jrn |9l
Definizione di convoluzione (fxg)(z):= [g. f(z—y)9(y)dy, f,g € L'(R")
Per quanto visto, fxg € L'(R"), /|f*g\ /|f‘ /‘9|
Poi  fxg =ygxf e [fxlag+ph)=afxg+(fxh
Proposizione. f € Ll,ge L = |[f*gll, <|flllgl,
= 1.

Come sopra, basta mostrarlo per f,g € Co(R™). Sia 1l < p, +

/ . (/R G y)g(y)ldL”(y)>p dL™(z) =
/ . (/R [f@ =) |f (e — y)|5\g(y)|dL"(y))de”(x) <
fo U 1= latwpaze) (f, bt = iaro)) aze @) < Wttt

141
P g

= (L (1= o)) az@)” < IAF Il = 15 lel,



AMS5: Esercizi e problemi-VIII Settimana
Problema 1.  Sia g, misura in R" definita sulla classe dei Boreliani; p si dice
Borel regolare se per ogni Boreliano B risulta
(i) u(B) = inf{u(0) : B C O,0 aperto}
(i) u(B) = sup{p(K) : K C B, K compatto}

Provare che, se p é Borel regolare, finita sui compatti e positiva sugli aperti, ed
¢ invariante per traslazione, allora ¢ un multiplo della misura di Lebesgue.

Problema 2 . Data f Lebesgue misurabile in R", ¢ > 0, sia f;(x) = f(tx).
Provare che

(i)f, & misurabile, fe LP = f,e LP e ||fill, =t *||fl],

Problema 3. Sia f sommabile in R". Provare che

1

J U@ = gy [ @ e =0

Problema 4. Siano f, g sommabili in R". Stabilire se é vero che
f,g pari/dispari = fxg épari, f pari, g dispari = f*g é dispari
Problema 5. Sia A C R". Provare che

(i) B ¢ RY boreliano di misura nulla = {(z,y) : = —y € B} ha misura nulla
in RY x RY

Suggerimento. Usare Fubini..
(ii) A ¢ RN di misura nulla = {(z,y) : z—y € A} ha misura nulla in RY x RY

(iv) A Lebesgue misurabile in RY = {(z,y) : z—y € A} é Lebesgue misurabile
in RV x RV

Suggerimento. Considerare B boreliano in RN tale che A C B, LN(A) = LY (B)..



Problema 6 Sia f : RY — R Lebesgue misurabile. Provare che (z,y) :—
f(x —y) é Lebesgue misurabile in RY x RY

Suggerimento. Scrivere, per f > 0, f(z) = X, %XAj,f(a: —y) = ... ed usare
Uesercizio precedente (nota che X A(T —Y) = X{(wy): s—yeA})-

Problema 7. Sia f sommabile in R". Provare che

frxe=0 VYpeC© = f=0q.o.

Problema 8. Siano ¢, f € L'(R"). Provare che

Je>0: Jp) <cVreR"= ¢oxf —-00

Provare con un esempio che l'ipotesi di limitatezza é essenziale.

Suggerimento . Considerare o(x) = |x|_%x[0,1],f(x) = Y baXnntan]s CON
una scelta opportuna di a,, b,.

Problema 9. Stabilire se é vero che
/ gl + |f] < o0, sup [f] < oo = / f@=1)9(y)dy =400 0
Suggerimento. Considerare dapprima il caso g € Cy

Esercizio 1. Siano f(z) = ﬁx[_m], 9(x) = X nXjnny ) Stabilire se , per
G >a+1, fx*gélimitata

Esercizio 2. Sia f sommabile in R". Posto f,, = f X{|f(z)|<n}, Provare che

/|g\<+oo:>/\fn*g—f*g]—>n0

Esercizio 3. Sia f(z) = \x\(1+1log = % € R. Provare che

(i) f € L se e solo se p =2

(ii) f* x[-1,1) € LP se e solo se p > 2.



