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Tema 1 Sia f ∈ L1(RN), B = {x ∈ R
N : |x| < 1}. Provare che

1

rN vol(B)

∫

Br(x)

f(y) dy →r→0 f(x) q.o. x ∈ R
N

Tema 2 Sia l : L∞(RN) → R funzionale lineare tale che

fn ∈ L∞,

∫

RN

fn g →n 0 ∀g ∈ L1(RN) ⇒ l(fn) →n 0

Provare che, se f ∈ L∞, f ≥ 0 ⇒ l(f) ≥ 0, allora

∃ g ∈ L1, g ≥ 0 : l(f) =
∫

RN

f g ∀f ∈ L∞(RN)

Tema 3. Provare che

f ∈ L1(RN),
∫

RN

f g = 0 ∀g ∈ C∞
0 (RN) ⇒ f = 0 q.o. x ∈ R

N

Tema 4 Sia p > 1, 1
p

+ 1
q

= 1. Sia C ⊂ Lp(RN) tale che

(i) f, g ∈ C, t ∈ [0, 1] ⇒ tf + (1 − t)g ∈ C

(ii) fn ∈ C, f ∈ Lp,
∫

RN

|fn − f |p →n 0 ⇒ f ∈ C

Provare allora che

fn ∈ C, f ∈ Lp :
∫

RN

fn g →n

∫

RN

f g ∀g ∈ Lq(RN) ⇒ f ∈ C

Tema 5 Sia N ≥ 3, B = {x ∈ R
N : |x| < 1}, un ∈ C∞

0 (B). Provare che

sup
n

∫
RN

|∇un|
2 < +∞ ⇒ ∃unk

, u ∈ Lp(B) : ‖unk
−u‖Lp(B) →k 0 ∀p ∈ [0,

2N

N − 2
)

Mostrare che in generale un non ha sottosuccessioni convergenti in L
2N

N−2 (B).

1



Esercizio 1.

Sia f ∈ L1(RN), B = {x ∈ R
N : |x| < 1}. Provare che

1

rN vol(B)

∫

Br(x)

f(y) dy →r→0 f(x) in L1(RN)

Esercizio 2.

Sia p ∈ (0, 1), f(x) = 1
xp χ(0,1].

Stabilire per quali p ∈ (0, 1) é vero che f ∗ f ∈ C(R).

Stabilire per quali p ∈ (0, 1) é vero che f ∗ f ∈ C((0, +∞)).

Esercizio 3

Sia p ≥ 1, f(x) = 1
1+|x|p

, x ∈ R
3.

Sia ϕ ∈ C∞
0 (R3), 0 ≤ ϕ,

∫
R3

ϕ = 1.

f ∗ ϕ é sommabile se p = 3?

f ∗ ϕ é sommabile se p > 3?

f ∗ ϕ é sommabile se p < 3?
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