AMS5: Tracce delle lezioni- III Settimana

Il Lemma di Fatou. Siano f, > 0 misurabili. Allora
Segue da: [ f, > [ infgs, fir — [lim f,, (convergenza monotona).

Definizione di sommabilita. Una f misurabile si dice sommabile se

/\f| < o0o. In tal caso, /f:: /f+—/f_

Proposizione 1.

(i) f,g sommabili = ¢f + sg é sommabile per ognit,se [tf+sg=t[f+s[g
(i) f <g, f,gsommabili = [f < [g, [[f] < [|f]

(iii) [ |f| = 0 sse l'insieme {f # 0} ha misura nulla ( f é nulla q. o.)

(iv) f é sommabile = u({|f] = +o0}) =0

(v) f é sommabile = {|f|#0}¢é o—finito, cioé

esistono E; misurabili e di misura finita tali che {|f| # 0} C U, E}

Provadi (i). (f+g)"—(f+9) =f+9=("—f )+ -9 )= (f+9) T+
fTreg =(f+9) +fT+g = [(f+9)"+[f+[g =[(f+9) +[fT+[g" =
S+t =Jf+9) == +[gt=Jg

Prova di (iii). ¢ indica una funzione semplice: [lflI=0 <
S0<e<Ifl= [e=0) e 0<p <Ifl= nl{y # 0} = 0) & u({lf] £0} =0

Prova di (iv).  [f| = [If] Xypom = nu({lf1=n}) = p({|f] = +o0}) <
p{lfl=n}) < L [|f] VneN

Prova di (v). {f#0}=U{|fl>2%}e [|fI>[If] x > Lu({|f] > 1}).
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Il teorema di Lebesgue (o della convergenza dominata).
Siano f, sommabili, f, — fVx € Ey con u(E§) =0 (ovvero f, — f q.0.).
Allora, dg > 0 sommabile : |f,(z)] < g(z) Vn, qox = /\fn—f\ — 0

Prova. Sia |f.(z)] < g(x)Vz € E,, con pu(ES) = 0. Sia E = N E,.
Dunque g, == 3|fa—flx, =0 e g, <g Va Da Fatou: lim [(g—g¢,) > [ g,
e quindi lim [g, < 0.

Nota. L’ipotesi di ’equidominatezza’ é essenziale.

Ad esempio, Xpnt1)(z) = 0Ve € R ma [g Xpntp1 = 1 Vn.

Un altro esempio é dato dai cambiamenti di scala. Se f : RY — R, sia f,(z) :=
n® f(nz). Siccome [gy n"xp(nz) de =nVNLY(LE) = LN(E) é [gn fo = Ja~x [- Se
allora, ad esempio, f € Co(RY), si ha f,(z) — 0Vx # 0 ma gy fo = [a~ -

Teorema 1: completezza della metrica della convergenza in media.

Siano f, sommabili e tali che

Ve >0 dn.: n,m>n,= /|fn—fm| <e
Allora esiste f sommabile tale che [|f, — f| — 0. Inoltre,

esiste una sottosuccessione f,,, equidominata e convergente a f quasi ovunque.

Dimostrazione. Dalla condizione di Cauchy: esiste ny tale che [ | fn, ., — fre| < 35
Posto gi := fu,.s — [ da Xop [ k] < 400 segue che g := >4 |gx| é sommabile e
quindi finita q.o., e quindi la serie Y gr converge q.o., ovvero f(x) := lim f,, esiste
g.o. Inoltre, |fn, | < |fi|+g, e quindi [ |f,, — f| — 0 (convergenza dominata). Vista
la condizione di Cauchy, é, di pia [|f, — f| — 0.

Definizione di L'(n). L'(p)={[f]: [|fl<oo}, [fl ={9:9=[ qo.}
Possiamo riformulare i fatti mostrati dicendo che

- Ifll = / |f] é una norma su L*(p)

— (LY 1F1D é uno spazio di Banach

Definizione. Sia f sommabile ed E misurabile. E

L= [
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Proposizione. Sia f sommabile, ¥ la classe dei misurabili. Allora
(i) AcB = [y [fI < Jp Sl

(i) fipseq f 2 cu{f=c}) Ve

(iif) (infaf) u(A) <[4 f < (supsf) p(A)

(iv) A;eX ANA=0Vi#; = Jo,a, |r="250a, 1

(V) A eX AjCAn Yy = [o, f — Jua f

(vi) A;jeX¥, A1 CA VY = fAj f — fmjAj f

Prova di (iv). A, NA; =0 Vi#j = Xoja, = 2jXa, = f Xoja, =
limp, 3551 f X4, € | 250 f XA].‘ < |f| . Dal teorema di Lebesgue,

/UjAjf:/fXUjAj :/ligljéfoj :hﬁng/&f:g/fljf

Provadi (v) e (vi). Siha, rispettivamente, Xa, = Xoja,0 Xa, = Xoya,s ‘fXAj‘ <

|f|- Dal Teorema di Lebesgue,
‘ / f:/fXAj_)/fX”a‘Aa‘:/ /
XA], X

/XA. fz/foj H/fojAj :/x .

Proposizione 2: Assoluta continuita dell’integrale.

UjAj

Sia f sommabile. Allora

(1) Ve>0,36.>0: plAd) <4 = /A‘f|§e

(i) Ve>0,34: p(A) < oo e /A If| < e

Prova. (i) Per assurdo: Jeo > 0, JA; tali che p(A;) < 5 e Ia, || = o

Se B = Ny Ujzn Aj, tisulta p(B) = 0e [g[f] = lim, [, 4 [f] = €,
contraddizione. -

(i) B {|f|>0}=UA, A= {Ifl =1}, w(A.) < oo, [If] = lim [, |f]-
Dunque, 3n, : €+ San WL 20 1f1 = T, 1L+ Lac IF]




AMS5: Esercizi e problemi-III Settimana

Esercizio 1. Siano f,, misurabili, 0 < f,11(z) < f.(x) per ogni n e q.0. .
Provare che dn: [fuo<+4+oo = [f,— [limf,
e che l'ipotesi dn: [ f.<+o0 é essenziale.

Esercizio 2.  Provare che  f,(z) — f(z) Vz = [|f| <sup[|fa]

Esercizio 3. Sia p la misura che conta su un certo insieme X. Provare che
Ix |fl dp = sup{>aqca |f(a)]: AC X, A finito } e che
Ix|fldp <400 = {x: f(x)+#0} éal pid numerabile.

Esercizio 4. Provare che se Y f,(z) converge quasi per ogni z ed esiste g
sommabile tale che | Y7 fj(x)| < g(z) quasi per ogni z, allora Y f, ¢ sommabile e

Esercizio 5.  Sia u(X) < oo.  Provare che

+0o0
[1fl <00 & X u{a s f(x)] = n}) < +oc
n=1
Esercizio 6. Sia [ |f, — f| — 0. Provare che

() Ye>0,30.>0: u(A) <8, :>sup/A|fn\ < e

(17) Ve >0, JAc: (A < oo e sup /A Ifn] < €
Esercizio 7. Provare che [, ¢™*dz — 0VA C [0, 7| misurabile.

Dedurre che , se nj, < ny41, U'insieme {z € [0, 7] : sin(n,x) converge } & di misura
nulla.

Suggerimento. Posto A = {x : Flimgsin(ngx)}, f(z) := lim xasin(ngz), con-
siderare limy, [¢ sin(nyx) X0 ---

Esercizio 8. Sia f € C(R) 1-periodica. Provare che [ f = limy_, 4o L3V f(na)Va
irrazionale .

Suggerimento: provarlo dapprima per f = e*™*i,



