AMD5: Tracce delle lezioni- IX Settimana
DISEGUAGLIANZA DI YOUNG

Siano  p,q,r > 1, %+%+%:2. Allora

I/ ) (g% h)(x)dx| = | f(@) g(x —y) hy) dedy| < | fllp [[gllq [1A]l-

R"xR"

Vfe L’(R"), g¢geLiR"), helL(R").

Prova. Se p',¢,r’  sono gli esponenti coniugati, allora
1 1 1 11 1 11 1 1 1 1 _q
p_q/ 7!’ q_p/ 7!’ r_q’ p/’ P q ,,,/_
Dalla diseguaglianza di Holder generalizzata e quindi Fubini
| f()g(x —y)h(y)dedy| <
R xR"
< Lf(@)[7 x| f(@)]7 x [g(z—y)[»" x |g(z —y)["" x [h(y)|[?" x [h(y)|7 dedy <

R"xR"?
L
/

: </ nxRP |f(@)Plg(z — y)|qd9:dy)% X (/Rann | f(@)[P|h(y )|dedy) X
g (/ann [P(y)["g(x — y)lqd:cdyﬁ _

5ol IF1E T 1R gl
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NOTA. La condizione %D + % + % =2 é necessaria, in quanto la diseguaglianza

deve essere invariante rispetto al cambio di scala 2’ = tx,y’ = ty: il primo membro

1 1 1
cambia per un fattore t 2", mentre il secondo cambia per un fattore ¢ Grets),

Corollario 1 Siano ¢,7 > 1, % + % > 1, % = % + % — 1. Allora
geL‘R"), helLl'R") = |[hxgls<lglly 7l
Il caso limite: % + % =1 Siano ¢q,r>1, % + % =1. Allora

geLYR"), helL'(R") = hxgeCR") e sup|h*xg|(r) 2pr-t00
lz|>R

Intanto, [ |g(x — y)| |h(y)|dy < ||lg|lq ||kl Vo e quindi (g *h)(xz) ¢é ben
definita per ogni x € R™.



Siano poi g, he € CP(R™) taliche |lg—gellq+ ke —h|l, <e. DaHolder

(g % h)(x) = (ge * he) ()] < [[(g = ge) * hl(2)] + |[ge * (h = he)](z)] <
< llg = gellg [[2llr + 1A = Bellr llgelly < 2eCllglly + 121l-)

Dunque ¢, * he —._.0 g * h, uniformemente e siccome g, * h. é chiaramente
Cg°, allora g*h é continua. Infine, che g*h vada uniformemente a zero all’infinito
segue di nuovo dal fatto che g*h é limite uniforme di funzioni a supporto compatto.

Effetto regolarizzante della convoluzione. Sia [z.|f| < oo.  Allora

(i) g€ C(R") = f*xg e C°(R"), %(f*g) = fx2 8%

(ii) supp(f * g) Csupp f+ supp g (supp [ := chivsura di {z: f(z) # 0})

Basta mostrare, usando Lebesgue, che é lecita la derivazione sotto segno di inte-
grale.

Nuclei regolarizzanti. Sia 0 < ¢ sommabile in R" tale che [g. ¢ = 1. Sia
@e(r) = e "p(%). Allora

[lecxf=F1—c00 Vfe LR
Segue da [ | e % f — fIP(@)dx = [ | [[f(x) = f(@ =) ()7 (pe(y))7 dylr do

/</|f fla =y)l"edy dy) (/Isoe Idy) da =

/( /|f — flz - €Z)lpdx> dz —¢.00 (convergenza dominata)

Approssimazione mediante convoluzione.

Siccome [ * p. € C*(R"),
abbiamo ottenuto che

ogni f sommabile é limite in media di funzioni C'*
In effetti ogni f sommabile é limite in media di funzioni C§°

Basta infatti prendere  f xp, * @

/|fXB%*S06_f| < /|(fXB% — [)* ¢ +/|f*soe—f|—>0
perché f‘f_fXB%‘:f

— 0 al tendere di € a zero.



DISEGUAGLIANZA HARDY-LITTLEWOOD-SOBOLEV

Siano 0 < A< N, p,r > 1, —i—%%—% =2.  Esiste c = ¢(\, N, p):

Q=

) 1) p T
o e asa) < sy Wl vre p@N, her®Y)

NOTA. La relazione sopra indicata tra i parametri A, p,r, N é necessaria
perché una siffatta diseguaglianza possa valere, e ci6 per il suo carattere di in-
varianza rispetto ai cambi di scala.

Sia Gi(z) == . e siano ps > 1, 1 =24

diseguaglianza (HLS) si pué riformulare cosi:

— 1. La

bR

Je >0 ||Gyx flls <l fll, VfeLRY)

Alla dimostrazione premettiamo alcune notazioni ed utili formule. Data f > 0
misurabile in RV, sia

Xr=xr,, Dp={(x1t)eR"x[0,+o0]: 0<t< f(z)}

la funzione caratteristica del sottografico di f. Chiaramente I'y e quindi x; sono
misurabili e

f@ = [Txstende veer®, [ = [T ol

ove abbiamo indicato con |(f > t)| la misura dell'insieme (f > t) := {z € RY :
f(z) > t} (laseconda uguaglianza deriva da Fubini). Mediante il cambio di variabile
s = t%, otteniamo anche

p/+oo (z,s)sP ds, / fp—p/ |(f > s)|s"ds

L

Infine, effettuando il cambio di variabile s = =
tx

, vediamo che

1
(Ko

+00
= /H ”A dt =\ el s A s = )\/ X{llzll<s}S Alds Vo e RY
0 T



Prova di (HLS). Dividendo per ||f|l, [|k|l. , (HLS) si riscrive

MO TG) gy gy gm0, 071, = 1= Il } < +oo

N, A =
AN AP) = S fy s o =

Si tratta cioé di provare che esiste ¢ = ¢(NV, A, p) > 0 tale che

+o0 +oo
sortas= [ pr=t= [ w=r [ Tin> el s =
p[ I olas= [ g = [ > )l s

“+oo +0o0 “+oo a1
/RNxRN (/0 Xf(x,t)dt) (/0 Xn(y, s)ds) (/0 X{llz—y||l<r}T dT)] drdy < ¢

o +oo ptoo ptoo | t’ s, 7—
ovvero, usando Fubini / / / W dtdsdr < ¢
T

ove si é posto

I(t> S, 7—) = / Xf(x’ t) Xh(yv 3) X{llz—yll<7} dx dy
RN xRN
Osserviamo che
I < [(f>1)] [(h>s)
I < wolB, |(f >t)| = ¢en TN|(f > )|
I < volB, |(h>s)=cn ™ |(h>s)

e quindi
en T™V[(f > )] [(h > 5)]

"5 maxfen 7V, (7> 0, (0> )}

1
Sostituendo 7 con cy T, otteniamo

+oo rtoo pdoo [(t s, T)
L[ e dtdsar <

< /+OO /+OO (/+Oo A max{ TN|(f|(j‘ 72|25)||<,h Ehsl s)|} dT) ds dt

Passo 1 Per ogni s, si ha

dr <
A = X (N

[T g < R im0 1> 01 1> 0] 10> 95



Infatti, se

(h > )] < [(f >1)],
™I > Dl |(h > )|

allora

< TG > D] (h> )|
max{ 7V, |(f > )], [(h>s)[} = max{rV, |[(f >1)|}
e quindi
o I(t,s,7) 2| IE0F Y [(h > ) (=] [(h>s)]
/0 TA+1 dr < ey [/0 TAH dr + (>IN TA+1 dr
C% N C% 2
= Nﬁ)\l(h>8)\ (f >~ +TN\(h>$)| (f >t "F =
Nc]% NoA Ncﬁ NoA
= Y N < — N N
A(N_/\)WDS)I (f >~ < A(N_A)\(f>7f)| (> s)]
Scambiando h ed f, si ottiene

(h > )| = [(f > 1)

1
too I(t,s,7T) e Ncey
= 7.,\+1 _

IA

< % (> 9] (7 > )

Dal Passo 1 otteniamo

VS >0: M/ dedy <
Nek  JRYxRY |z — y

g/0°°<h>s|/ (f > "% dt>d5+/ ( h>s)|NT*/S°°|(f>t)\dt)ds
Ora,




+4+1=2 =

=S =

perché

S =

A N—-\_ pA P B D
N (p—1) N =1 p—i—N—Zp 1 r+1 p=I(r 1)7*

Dunque, prendendo S = 557 vediamo che

“+o0o Yoo
p/ \(f>t)|tp—1ds:1:r/ (B> s)slds =
0 0

/OOO (\(h>8)|/05% I(f > t)"~% dt) ds <

c(N, A\, p)

r

<N Ap) [ Ith>s)] 5 ds =
0

Analoga limitazione per il secondo integrale: usando Fubini e poi Holder,

L7 (1P [ > oldr) ds:/:@( =01 [ > o ds) dt =

o0 tF - - B
-/ (\(f>t)| [l )5 st 05 e ds) dt <
0 0

2
N—X N

< [" |(f>ze)\(/OOO\(h>s)|sf"—1ds>T (/Ot% =D 52 ds) it =

DUE CASI IMPORTANTTI.

A=N-2, pZAQ,—ﬂ\Zz = 1=122" Dunque
2N
1GN* fllan, < e(N) (I f]] 22 Vf e L2 (RY)

Se \=N—-1, N> p > 1, l:NN—;f’. Dunque

s

IGr—1* fll 2 < c(Np) Il vf € L"(RY)



AMS5: Esercizi e Problemi- IX Settimana

Problema 1.  Sia 0 < ¢ sommabile in R" tale che [z.p = 1. Sia ¢ (z) ==
€ "p(%). Allora

/B loe*x f—f|P =00 Vfell (R"), VR>0

R

ove f € Ly, ©  [u<rlfIP <+oo VR>O.
Problema 2.  Sia f continua in R", ¢ € C§°. Provare che
(i)  fxe(x): [gn f(x —y)e(y)dy é definita in tutto R"™ ed ¢ una funzione C'™.
(ii)  f * ¢e converge uniformemente sui compatti ad f.

Problema 3 Sia f : RY — R Lebesgue misurabile. Provare che (x,y) :—
f(x —y) é Lebesgue misurabile in RY x RY

Suggerimento. Scrivere, per f > 0, f(x) = 3, %XA].,f(x —y) = ... ed usare
Uesercizio precedente (nota che X A(T —Y) = X{(zy): a—yeA})-

Esercizio 1. Stabilire se é vero che [z |f| < 0o = f = f é continua.
Suggerimento. Considerare f(x) = ——=y_
q9 f( ) \/HX[ 1,1]
Esercizio 2. Stabilire se é vero che
feCR"), peCf =z — / flz —y) g(y)dy ¢é sommabile
RTL
Esercizio 3. Sia f sommabile in R". Posto f,, = f X{|f(z)|<n} Provare che

/Ig\<+oo=‘/\fn*g—f*g!—>n0

Esercizio 4 .  Siano ¢, f € L'(R"). Provare che

de>0: |o(x)] <cVreR"= pxf ¢écontinua

Provare con un esempio che l'ipotesi di limitatezza é essenziale.

Suggerimento . Considerare p(x) = f(x) = |ZB’_%X[071].



