
AM5-2005: RECUPERO II ESONERO

TEMA 1.

Siano p > 1, 1
p

+ 1
q

= 1. Provare che

fn ∈ Lp,

∫

fn g →n 0 ∀g ∈ Lq ⇒ sup
n

∫

|fn|
p < +∞

TEMA 2. Provare che
∫

Rn
|f | < ∞ ⇒

∫

Rn
|f(x + h) − f(x)|p dx →|h|→0 0

TEMA 3. Siano fn ∈ L1(RN).

Sia ϕ ∈ C∞
0 (B1, [0, 1]),

∫

ϕ = 1, ϕε = ε−Nϕ(x
ε
), R > 0. Provare che

sup
n

∫

|fn| < +∞ e sup
n

∫

BR

|fn(x + h) − fn(x)| →|h|→0 0 ⇒

sup
n

∫

BR

|fn − (ϕε ∗ fn)| →ε→0 0

TEMA 4.

Sia p > N . Provare che

∀ R > 0 ∃ c = c(N, p, R) : ‖u‖∞ ≤ c

(

∫

RN

|∇u|p
)

1

p

∀u ∈ C∞
0 (BR)

TEMA 5.

Sia N ≥ 3. Provare che

∀f ∈ L
2N

N+2 , ∃ ! u ∈ D1 :
∫

∇u ∇ϕ =
∫

f ϕ ∀ϕ ∈ C∞
0 (RN)
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Esercizio 1.

Sia f misurabile. Provare che

(i) supp≥1 ‖f‖p < +∞ ⇒ f ∈ L∞

(ii) f ∈ L1 ∩ L∞ ⇒ f ∈ Lp ∀p > 1 e ‖f‖p →p→+∞ ‖f‖∞

Esercizio 2.

Siano f, g sommabili in R
n. Stabilire se é vero che

f, g pari (oppure dispari) ⇒ f ∗ g é pari,

f pari, g dispari ⇒ f ∗ g é dispari

Esercizio 3.

Sia α ∈ [0, 1). Sia fα(x) := 1
xα χ(0,1].

Stabilire per quali α risulta fα ∗ fα ∈ C(R).

ISTRUZIONI.

1. Ogni Tema correttamente svolto dá 6 punti, per un massimo di 24 punti

2. Ogni esercizio correttamente svolto dá 6 punti.
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