AMS5: Tracce delle lezioni- VI Settimana

SPAZI L’: COMPATTEZZA DEBOLE E DUALITA

Sia p misura su X, p > 1, }D + % =1; |.||, indichera la norma in LP(X, u).
Definizione di convergenza debole in LP. Sia f, € L? :
fo o f & [fugdu— [fgdn v gert
Uniforme limitatezza. f, —, fin L? = sup, || fall, <+
Prova. Sostituendo f, — f ad f,, possiamo supporre f = 0. Per assurdo
(eventualmente passando ad una sottosuccessione), sia || fu||, > 4" Si ha
I n fTL _ AN q
hy, =4 , |\ hnll, = 47, hng —n0 VYgelL
[ foll
— [l i1 g = |l = 47 S
In = Rl 1 ; |g9a] =1, ngn = ||hnllp = €

» n=l . ) n+m n—l—ml
o1:=1, o,:=sign (;3—? /hn gj) é | Z 3]93Hq < ; 3 n 0 Vm
o L =0 . N
e quindi, se ¢ := Z 3Jg] S é \/hng\ =

n O o n O g
i=1 j>n j=1 i>n

Ora, /hngj|_|23j/hnj+3 /hngn|> /hngn:_ ,

1.4 1.4
mentre |3 22 / ng]\_ = ~(5)" e quindi \/hng|z—(—>nﬁ+oo,
]>n 2 3 2 3
contraddizione.
Proposizione.

i) lfo— fllb, =20 = f, =, fin L? (ma non viceversa)



(i) fo =n fs gn —=ng, InLP, a,feR =  af,+Bgy —naf+pPginLP
(iii) fo —n f in L7 = lminf | full, > [|f],

(iv) fo —=n f I LP, go—g in LY = [fug, —n [fg

(V) <g>=L% [fagi—n0 Vi, sup, [[fall, < +o0 = fu—,0in L?
Prova. (1) [[(fa=F)al <fo—=Flpllglly =0 Vge Lt (i) ovvia
(i) [/ fogl < fallpllglly = 1) f gl < (liminf, |[fullp) gl Yg€Lt =
/\flp = |/f(\f|p‘2 A < Hminf [ fully | [FP7 g = liminf [ £, (/\f|p)%
(iv) supy, || falp < 400 =

| [Gaon=t ) <1 [(Fa=Dal+] [Ga=)fal <1 [Fa= Pl Ul g0 —5llg —n 0

v) E[fog—n0 Vge< g; >. Dato g € L9, siano h; €< g; > tali che
|h; — glly —; 0. Allora

[ dugl <1 [ gabilt [ 1allii=gl = timsup| [ fugl < Ini=gllysup | full, Vi
e quindi limsup,, | [ f» g| = 0.

DISEGUAGLIANZA DI HANNER

1<p<2 = (Iflle+ lgl)"+ fll = Ngllo I < [/ +gl5+1f=gll;  Vf,9 €L
p=2 = (Al + gl + 1l = lglle [" = L +glp+1f—gll; - Vg € L

NOTA. Scrivendo ¢:=f+g, v:=f—g,equindi f = -‘P;—Iﬂ g= so—2_w7
le diseguaglianze si riscrivono nel modo equivalente

1<p<2 = (If+glp+ 1 = gl + IS +glly = 1F = gllo 17 < 22 (115 + llgli?)

p>2 = (I + gl +1f = g+ 1f + gl = 1Lf = gllp =22 (1712 + llg?)

In particolare, se p = 2 ritroviamo la regola del parallelogramma, mentre se p = 1
si tratta di due modi di scrivere la diseguaglianza triangolare.



Prova. Siccome la diseguaglianza é simmetrica in f, g, e certamente vera
se [fllp llgll, = 0, possiamo supporre [ [, = [lgll, > 0. Dividendo per |[f]l,, ed

avendo posto  f = W, g = ”gg”p la diseguaglianza si riscrive,

() pell2l: |Ifllp=11ldl, <1 = (+llglly)"+A=lglp)?” < If+al+1F=al7

() p=2: (fllp =11l <1 = O+lgllp)?+A=lgllp)” = 1 +gll+If=all3

Ora, (*) si pu6 derivare da

Una diseguaglianza elementare.
(xx) 1<p<2 = a(r)t|P+b(r)|sfP <|t+sP+]t—sP Vs teR,re(0,1]
(xx) 2<p = a(r)|tfP+b(r)|s|P > |t +s|P+ |t —s|P Vs, t€R,re(0,1]

ove a(r)=0+r)P 4+ 1 —=r)Pt b(r)=r"P(14+r)P = (1 —r)P 1.

Deriviamo (%) da (s%):  posto = |lgll,, t=f(z), s=g(x) in (+%)
ed integrando otteniamo (ad esempio nel caso p € (1,2))

a(r) +0(r)r” < | f +glly + I1F = 3ll;
Mo a(r) 4 ) = () (] (L (1 ) =
=(14+r)P+(1-r)PF e quindi appunto
(L 19l + (=113l < IF+ 315+ 11F = gl

Prova di (#x). Intanto, (x*) é vera per t =0:  ¥r > 0 si ha

-1
b/(T’)Zpr [(1—7)P2—(14+7)P2]>0 se p<2 e bU(r)<0 se p>2

Siccome b(1) =27 < 2sep <2 e b(1) >2sep > 2 siha quindi che
l1<p<2 = br)<2in (0,1] mentre p >2 = b(r) > 2in (0,1] .
Ovvero (xx) vale per t = 0 e si pué dunque riscrivere, dividendo per [t|P | nella
forma equivalente

(xx) l<p<2 = ar)+br)|rP<|1+7P+1-7]7 VreR

(xx) p>2 = alr)+br)|rP>1+7P+[1—-7P VreR

che infatti basta provare per ogni 7 > 0, perché la diseguaglianza ¢é pari in 7.



Posto  ~v(r,7) :=a(r)+b(r)r?, r € (0,1],7 > 0, basta provare che

l<p<2 = sup y(r,7)=|1+7P+[1—=7|" Vr>0
0<r<L1
- — P _ P
p>2 = Ogév(r,r)-ﬂ—i—ﬂ%—\l TP V1 >0
. _ _ a'(r T
B d/(r) = (-0l ¥ = -0 ) =)y

a <0, V>0 se p<2 e d>0, V<0 se p>2 Vr>0

In particolare, 7' si annulla esattamente in r =7, e y(7) = |1 + 7|P 4+ |1 — 7|? é un
massimo se p < 2 ed un minimo se p > 2. Quindi

T7<1 = () vale

Sia infine 7 > 1. Per quanto visto, se p < 2 b= <1lere(01]

allora i

a(r) +b(r)o? < (1+6)P+(1 -0 equindi 7Pa(r)+0(r) < (1+7)P+(1—-1)°

e vale la diseguaglianza opposta se p > 2. Basta allora provare che Vr € (0, 1]
a(r) +b(r)m? <a(r)r? +b(r) se p<2

a(r) +b(r)t? > a(r)r® +b(r) se p>2

E ci6 segue dal fatto che p<2 = o -V =d(1+ ) <0in (0,1] e
quindi

a(l)=b(1) =2""" = a(r)>br) Vre (0,1 = [a(r)=0b(r)] 7" > a(r)—b(r)

= a(r)+7°b(r) < 7P a(r) + b(r)

Se invece p > 2, é ' — b > 0 in (0, 1], e quindi si ottiene la diseguaglianza opposta.

Proiezione su un convesso. Sia 1 < p, C C L?  chiuso e convesso.
Allora
Vfel?, 3FfceC proiezionedifsuC : ||f—fell<|f—ygll VYgeCl
Prova. Sia f, € C' minimizzante: || f, — f|| =, d :=infec ||f — g
Proviamo che f,, é di Cauchy, e quindi 3 fo € C = C tale che || f,, — fe|| —n 0
e quindi ||f — fell = d. Utilizzeremo la diseguaglianza di Hanner.



Caso p > 2.  Utilizziamo la versione in Nota, con  f,— fin,  fao+fm—2f
al posto di f, ¢:

[ fo = Sy + fo+ S = 2715 ] <
S (HQ(fn - f)”p + ||2(fm - f)”p)p + | ||2(fn - f)”p - ||2(fm - f)”p‘p S
< (4d)? + o(1)

Siccome
C  convesso = fngfm ceC = ||fn+fm—2f||p:2||fngfm—f|| > 2d
mentre  [|fu+ fon — 2y < 11— Fllp = 1o — Fllp — e 2d risulta

| fr + frm — 2f|!§ = (2d)P (1 + €nm), 0 < énm —nm0

Troviamo quindi

W + €n,m = O(l)

Caso 1 < p < 2. Utilizziamo Hanner, con f,, — f,., fo+ fm — 2f al posto di
RNk

Ufo = Fmllo + 1fn 4 fin = 2f11p)" + [Lfn = Finllp = [+ S = 2 " <

< N12(fa = DG+ 12(fm — HIE = 27d" + o(1)

Posto pym = % si ha, come sopra,

|pn,m + 1 + 6n,m‘p + |1 + 6n,m - pn,m|p
2

<1+0o(1)

Ora, la stretta convessitd di I'(¢) := [t|P in Lm = [14+€nm—Prm)s L+ €nm+ Prm)
da
F(l + En,m + pn,m) + F(l + En,m - pn,m)

>
5 >
1
> 14 2€,, + §\p2 — € tnrllin I (t) e quindi  p2,, < o(1)
Proiezione ’ortogonale’.  Sia V sottospazio lineare chiuso di L?, p > 1. Sia

feVve fv proiezione ortogonale di f su V. Allora

/|f—fv\p_2(f—fv)v =0 YweV



Prova. Fissato v € V, sia p(t) = [ |f — (fv + tv|P. E ¢(0) < o(t) V¢ e quindi

0290’(0):/ =P (f = fv)v

Corollario ( ILDUALEDI [» E L9 . Sia % + % =1

Vie (L), Ng=g el l(f):/fg VfeLr

Prova. Sia V := Kerl. Sel #0,V é sottospaz1o lineare chiuso proprio di LP.
Sia f € LP, f € V¢esia fy la 'proiezione’ di f su V. Se § := \f = P2 (f — fv),
geLile

/gu :/\f—fv|p‘2(f—fv)v —0 YweV

Sia felr: Uf-gsH=0 = Jo(f-FhH=0

= M 5= [ar = up=[ar. g::[m]g

Teorema (LP)’ € isometricamente isomorfo a L9 110

Se g€ L9, allora [,(f) = [fy é definito in LP per la diseguaglianza di

Holder, ed ¢ un funzionale lineare e continuo:  |l,(f)] < || fl, l9]l4-

Dunque, I'applicazione T : g — l;, g € L9  manda, in modo lineare, L?
nel duale di LP. Inoltre T' é una isometria:

lglla = 1T ()|l := sup [[T(g)ll, [T(g)ll == sup [l;(f)] = Sup I/fg\

||f||p:1 ||f||p:1 | p—

Infatti, in primo luogo,  ||T(¢9)|| < |g/l;-  Poi,
g2 g1z = [1lgl2g 1" = [ gl = lgll e quindi

,(|gl"?
TGy > Ml 9l _JIal et g,

lgllg lgll?
Infine, T é suriettiva, per la Proposizione precedente.




Teorema (compattezza debole)  Sia L? separabile. Allora

sup || full, <400 =  Ifelf, ng—p+oo:  fo, =k f

Prova. Sia u,, densa in L. E facile vedere che Gn = |unP"2u,  é denso
in L9. Siccome  sup, | [ fngj| < +00 Vj e quindi, per ogni j, la successione
numerica n — [ fng;  ha una estratta convergente, si pué costruire, usando il
metodo diagonale di Cantor , una sottosuccessione f,, tale che

l(g;) := li]{,n/fnkgj esiste finito  Vj
e quindi  I(g) :=limg [ f,,g esiste finito Vg €< g, >. Inoltre, [ é chiara-
mente lineare su < g; >, e |l(g)| < (sup, ||fullp) ll9lls Vg €< g; >. Dunque

[ ha un (unico) prolungamento lineare e continuo su tutto L?, che continuiamo ad
indicare [. Dal teorema di rappresentazione:

g€ L7 l(f):/fg Vf e P
Per quanto sopra, /fnkgj — U(g;) = /fgj Vg
e ci6 é sufficente a garantire che  f,, — f.

Lemma di Mazur Sia C chiuso e convesso. Allora
melC, fo—nf = fecC

Prova. Per assurdo: f e C° e quindi, indicata con  fo la sua
proiezione su C', risulta f#fc e

oult)i= [If =+ (1 =0flP = [1f — fel = 0(0) WoeC, vie.1]

e quindi 0<¢,(0) = / |f=felP2(f = fo) (fe—v) Yvel
Quindi, preso v = f,, siha
0< [1f = fol" = [1f = fel*(F = fo)f = [ 1] = fol2(f = fe)fo <
< J1F = fol2(F = fo)f = [ 1 = fel ™2 (F = fo) fu—n 0

contraddizione.



AMD5: Esercizi e problemi- VI Settimana

Problema 1 . Provare che

1 1
L?  separabile |, —+4+-=1 = L7 separabile
b q

e, pii in generale, se E é un Banach, allora
E'  separabile = E separabile

Provare con un esempio che I'implicazione E separabile = E’ separabile é falsa.

Suggerimento. Usare il 'fatto’ sequente: se 'V € sottospazio chiuso proprio di F,
allora esiste un «' € E', ' # 0 tale che x'(x) =0 per ogni x € V

Problema 2.  Siap >2.  Provare che ||.||, ¢ uniformemente convessa:

f+y
ve>0, 3500 [fllal<t IF-glze = 1TEY, <14
Suggerimento: usare la disequaglianza di Hanner

Problema 3. Sia p > 2. Provare che

fo=nfs Mhalle = 1Al = Wfa=fll, =0

Suggerimento: usare la uniforme convessitd della norma

Esercizio 1. Dare un esempio di L? non separabile.

Esercizio 2. Sia f, =, fin L, p > 1.

(i) Provare con un esempio che f,, puo non convergere in alcun punto, puo non
convergere in misura. Puo accadere che f,, non abbia alcuna sottosuccessione con-
vergente (.0.7

(ii)Provare che se f,(x) — g(z) q.0. allora g = f q.o0.

(iii) Provare che se [|f.|? — [|f|P allora f, ha almeno una sottosuccesione con-
vergente q.o. ad f.



Esercizio 3 Siano f,, € LP. Provare che

sup,, || fullp, < +00, fn, — f q.0., oppure in misura, = f,, converge a f debolmente.

Suggerimento Fissata ¢ limitata e misurabile, usare la diseguaglianza
AR (T L AN GO LRy

Esercizio 4  Siano f,, € LP. Provare che

(i)f. — f in misura, f, — f in misura = f = f q.o.

(ii)f, — f in misura, f, — f q0. = f = f q.o.

(iii) f, — f in misura, f, — f in LP,= f = f q.o.

(iv)fn — f qo., fo— fin LP,= f = f q.o.

(v)fn — f debolmente f, — f debolmente = f = f q.o.

(vi) fu — f debolmente f,, — f in misura = f = f q.o.

(vii)f, — f debolmente f, — f q.0. = f = f q.o.

Esercizio 5 Sia f € LP . Provare che

() p({z e R |fp > t}) < U

(ii) Pu({z € R™: |f(x)] > t}) — 0 al tendere di t a 0 e a +o0.

Provare con un esempio che tale condizione non garantisce 'appartenenza di f
ad LP.

(iii) Sia p(X) < +oo. Siano f, € LP,p > 1, tale che sup, ||full, < +o0, €
fn — f,q.0.. Provare che f,, — fin LY Vq <p.



