AMS5: Esercizi e problemi-II Settimana

Funzioni misurabili e sommabilita

Esercizio 1. Provare che f misurabile = f~}(B) € ¥ VB C R Boreliano.
Suggerimento. Osservare che la preimmagine di un aperto é misurabile (ogni
aperto in R € unione numerabile di intervalli aperti). Provare quindi che {A C R :

f7YA) € 3} € sigma algebra.

Esercizio 2. Sia f,, una successione di funzioni misurabili. Provare che I'insieme
{z: 3lim,, ., fu(x)} & misurabile.

Esercizio 3. Sia f > 0 misurabile in (X, X, ). Provare che

Joran = [T uts >

(I'integrale a secondo membro ¢ un integrale di Riemann..)
Suggerimento. Considerare dapprima le funzioni semplici..
Funzioni misurabili, sommabili secondo Lebesgue in R".
In alcuni degli esecizi seguenti é conveniente usare

Insieme di Cantor, funzione di Cantor

Dato un intervallo chiuso I = [a, b], D'intervallo aperto J := (a 4+ %5%,b — 25%) &
"intervallo centrale”, I} = [a,a+ bg“], Iy=[b— b_T“, b] sono i "restanti”. Iterando, a
partire da Iy = [0, 1] operazione di ”selezione” dell'intervallo centrale, si perviene

alla decomposizione

0,1]=0uUC, 0= U2, U2 Juj, C =N, U Iy
ove  Jy;, I,; sono intervalli aperti (risp. chiusi) di lunghezza 3%, per cui
n 2.,
LNUL L) = (g) : LY(C) =0, L'(0)=1

L’insieme C' é ”insieme di Cantor”.



Sia n) = (G S xe, Sl = [t

Da |foi1(z) — fo(z)|] < 55 Vo € [0,1]) segue che f, converge uniformemente,

2’)’L
diciamo ad f.
Tale funzione é detta funzione di Cantor. Ecco alcune delle sue proprieta:

f é non decrescente, f(0) =0, f(1)=1, f=cost.in J,; V n,j

f(O)={L: k,neN}. Dunque f(O) é numerabile e L' (f(0)) =0

2’)1
Dunque L!'(f(C))=1 (in particolare, C' non é numerabile).

Esercizio 4. Sia g(z) = %@), x € (0,1}, f funzione di Cantor.

Provare che g ha inversa continua e che  L'(g(C)) = 3.

Esercizio 5. Sia f : R — R localmente Lipschtziana. Provare che f trasforma
insiemi di misura (di Lebesgue) nulla in insiemi di misura nulla.

Mostrare con un esempio che le funzioni continue non hanno, in generale, questa
proprieta.

Suggerimento. Usare la funzione di Cantor

Esercizio 6. Provare la falsitd della seguente affermazione

f misurabile £ C R Lebesgue misurabile = f(FE) é Lebesgue misurabile.

Suggerimento. Sia f la funzione di Cantor e A sottoinsieme non misurabile di
f(C) (che esiste perché L' (f(C)) > 0), per cui A= f({z € C: f(z) € A})

Esercizio 7. Provare la falsita della seguente affermazione

f misurabile E C R Lebesgue misurabile = f~!(E) é Lebesgue misurabile.

Suggerimento. Sia f = g~', g come nell’esercizio 4 ed E = g~ '(A), A C g(C)
non misurabile.



Esercizio 8. E vero che L'(E)=0= E é boreliano ?

Suggerimento. Considerare l'insieme E dell’esercizio precedente.

Esercizio 9. Siano f, g Lebesgue misurabili in R. Provare che

g1 (B) ¢ boreliano se B é boreliano = g o f ¢ misurabile

e che la implicazione é falsa se ¢ é soltanto misurabile.

Esercizio 10. Provare che ogni funzione monotona di R in se’ é misurabile.

Esercizio 11. Sia H, la misura di Hausdorff s-dimensionale in R". Posto
dimg(A) = inf{s >0: H*(A) =0} VACR"

_ log2

= o3 (C:=insieme di Cantor)

provare che dimg(C')
Esercizio 12. Sia B := {z € R": ||z|]| < 1}. Calcolare, usando 'esercizio 3

b= [ el ho= [ el
b= Nl 7xs b= Nl s

e concludere che
I, <+o00 <& p<mn, Jpy<+o0o & p>n

Esercizio 13. Sia f Lebesgue sommabile in RY, f,(x) := f(z — h), h € RV,
Provare che

/RN frn(x)dx = . f(z)dx

Suggerimento. Provarlo dapprima per le funzioni semplici..

Esercizio 14. Sia f sommabile in R. Provare che

(i) 2 flx+k) converge assolutamente quasi per ogni z € R
(i) g:=X>_ f(x+k) & 1-periodica e sommabile in [a,b] Va <b

Suggerimento. Considerare Y% [q fuXpa, fe(®) = f(z +k)



o . . 4 . .
Esercizio 15. Provare che la serie 329 (cosnz)™ converge quasi per ogni
x € [—m, 7| e diverge in un insieme denso in [—m, 7] .

Suggerimento. Considerare >+ [Z (cos na)™ da

Esercizio 16. Sia n — r, biiezione di N su Q.
1 . . .
Provare che ), P P W= < 0 per quasi tutti gli x € R.

Suggerimento: Consid (Y, —FA—) a<b.
uggerimento: Considerare [ (3, 2"\/m) a

Esercizio 17. Sia f misurabile e limitata in R™. Provare che

(i) Ja~ |f] < +o0 se e solo se %0 s LY ({z : | f(z)] > 5=}) < +o0

Provare con un controesempio che I'implicazione < ¢ in generale falsa se f non
si assume limitata.

(i) S [f] < +oo= S, LY({[f] > n}) < o0

Si pu6 prescindere dall’ipotesi di limitatezza? E vero il viceversa?

Esercizio 18. Sia f misurabile in RY e nulla fuori di una palla. Provare che
Jan |f] < 400 se e solo se 3% 20 LY ({x : | f(z)] > 2"}) < 400

Provare con un controesempio che I'implicazione < ¢ in generale falsa se f non
si assume a supporto compatto.

Esercizio 19. Sia p misura su X, £ C X misurabile, f : X — R misurabile,
p > 0. Provare che

) pd{lfl =t} < F SIS
(i) [1fIP < oo = p({lfl = t}) = o(5)

Provare con un esempio che p({|f| > t}) = o(tip) non implica [ |f|F < occ.

Suggerimento. Considerare f(x) = m X(0,1)-



CENNI DI SOLUZIONE
Esercizio 2 {z:3lim, f,(z)} = {z : lim,, f,(z) = lim,, f,(x)}

Esercizio 3 . Sia ¢ = Z?Zl tixe,, 0<ty<ty...<t,. Allora

{z:0(x) >t} =Uy o0 E; e quindi /,u {o > t})dt
0
=ty WE;) + (ta — t1) Z A (b = ta)p(En) = S tu(Ey) = /¢
j=1 Jj=2 Jj=1

Poi, se v, — f, 0 < ony1 < f, é{f >t} = Up,{¢, > t} unione crescente, e
quindi u({p, > t}) — u({f > t}) e quindi, per Beppo Levi,

[ fn=1im | wndu—hm/ﬂ{s@n>t} =7Ou ({f > th)dt
0

Esercizio 4 {z+f(z): v € Jy;j} = Jupj+cnj se  f=cy,suJy. Dunque
gn—1

"= i i(%)” = % equindi  L'(g(C)) = =

j=1 n=1

Le0) =3

Esercizio 5 |f(z) — f(y)| < Lz —y| = U(f(I)) < LI(I) VI intervallo .
Poi, se f é la funzione di Cantor, L'(f(C)) = 1.

Esercizi 6-7-8-9 Sia g come nell’ esercizio 5. Sia A C ¢(C) non misurabile
(tale A esiste perché ¢g(C') ha misura positival), e sia E = g~!(A). Si ha:

6- £ C C ha misura nulla ed é quindi misurabile, mentre g(E) = A non é mis-
urabile.

7-Se h:= g ', h"}(F) = g(F) = A non é misurabile.
8- Se E fosse boreliano, A = g(E) = h™!(F) = sarebbe misurabile.

9- Il controesempio é : xpoh = x-1(5) = Xa (h come in 8-9). L’affermazione é
ovvia: {g > ¢} boreliano = f~'({g > ¢}) misurabile.



Esercizio 12 L"({z € B : > t}) = vol(B)t » se t > 1 e vale vol(B) se

t <1:

1
g

p<n=I,=vol(B 1+/ —n—vol (B) n ., p>2n=1,=+00
tr n—p

Calcoli analoghi per J,,.

Esercizio 14 Per Beppo Levi e numerabile additivita dell’integrale

o0

/_Mlz‘fwrk'x[o” d“”—Z/ [ (z+k) |dﬂé’_2/k+1 t)|dt = /_:o|f\<+oo

Dunque 3% | f(z+k)| < 400 per quasi ogni = € [0, 1]. Siccome > | f(x+n+k)| =
ST\ f(x+ k)| Vn € Zéinfatti 72| f(x + k)| < 00 per quasi ogni * € R e
tale funzione é per 'appunto 1-periodica.

Infine [y | 7% f(z+k)|dr < [g |f| < +oo e quindi, per periodicitd, g é somma-
bile su ogni intervallo limitato.

Esercizio 15 Effettuando un cambio di variabile ed utilizzando la periodicitéa
del coseno, troviamo

s 1 (nZ s
/2 (cosna)™ dx = —/ (cost)™ dt = /2(cost)"4dt
0 n Jo 0

Siccome fog (cost)dt = O(ﬁ), vediamo che fog (cost)™ dt = O(=5) e quindi, per
Beppo Levi

3 [ 4 RS 4
/0 [Z(cosn:r:)” ] dr = Z/o (cosnz)" dr < 400

Dunque 372°(cos nz)" < 400 quasi per ogni x € [0, 5] ed infatti, per periodicita,
quasi per ogni .
2km

Infine la serie diverge in ogni xz = ==, k,[ € N.

l
) <8 = 16VM =

Esercizio 16. ™ ‘
T—Tn

M 1 M M 1
;[Mm <16VM = /_M[;LMW]M<@

= > v < 400  q.0.x

n 2™\ /|z — 1y



Esercizio 17 Sia g(t) = LY ({|f| > t}), cosicché g é monotona decrescente e

@ [11=[Totde = 3 [T g+ [T algm < [T 0 < o) o

n=1"27 PIg

X [T 1 101 o0
Dunque  [If1=3 [T 9= 33 g(5)g: menwe [ g<gflx =
n=1"am n=0

e 1.1 e 1.1
J U< a0l + - a) e < mas(L1F]} Y- o)
n=1 n=0

Controesempio:  f(z) = Tx1)(z) z € R. E
1, 1 1 i} .
S —L'{f>=}=) — <+ ma l'integrale diverge
n>0 2n 2n n>0 2n

i) SIfl = [79 = Xu>19(n) e quindi Uipotesi di limitatezza non entra. 11
viceversa ¢ in generale falso: se |f(z)] <1 Vz la serie converge (serie di zeri!) ma,
in generale, [|f| = +oo.

Esercizio 18 Come sopra,
2n+1

1 00 1 @ 1
Jut=[o+3 [ oz 53 2@ = 532

indipendentemente dal fatto che f sia a supporto compatto.
Viceversa, se f = 0 fuori della palla B,, allora LY ({|f| > 0}) < vol(B,) e quindi
g < wol(B,) e quindi

2n+1

[151=[Lo+ 3 [ o< woi(B)+ X2

Controesempio. f(z) = X[ 400)(2): la serie é una serie di zeri, ma l'integrale
diverge.

Esercizio 19

L b 1 S
i) [ P2 eu{lfl =) = w2 ) < 5 [ 7= o)

perché
fIP =t fl=0 se /fp<+oo
Amm" =40 fo oy 71



AMS5: Esercizi e problemi-III Settimana
Esercizio 1. Siano f,, misurabili, 0 < f,11(z) < f.(x) per ogni n e q.0. .

Provare che dn: [fuo<4oo = [f.— [limf,
e che l'ipotesi dn: [ f.<+o0 é essenziale.

Esercizio 2.  Provare che  f,(z) — f(z) Vz = [|f| <sup[|fa]

Esercizio 3. Sia p la misura che conta su un certo insieme X. Provare che

Ix |fl dp = sup{>aqca |f(a)]: AC X, A finito } e che
Ix|fldp <400 = {x: f(x)+#0} éal pid numerabile.

Esercizio 4. Provare che se Y f,(z) converge quasi per ogni z ed esiste g
sommabile tale che | Y7 fj(x)| < g(z) quasi per ogni z, allora Y f, ¢ sommabile e

Esercizio 5.  Sia u(X) < oo.  Provare che

+0o0
[1fl <00 & X u{a s f(x)] = n}) < +oc
n=1
Esercizio 6. Sia [ |f, — f| — 0. Provare che

() Ye>0,30.>0: u(A) <8, :>sup/A|fn\ < e

(17) Ve >0, JAc: (A < oo e sup /A Ifn] < €
Esercizio 7. Provare che [, ¢™*dz — 0VA C [0, 7| misurabile.

Dedurre che , se nj, < ny41, U'insieme {z € [0, 7] : sin(n,x) converge } & di misura
nulla.

Suggerimento. Posto A = {x : Flimgsin(ngx)}, f(z) := lim xasin(ngz), con-
siderare limy, [¢ sin(nyx) X0 ---

Esercizio 8. Sia f € C(R) 1-periodica. Provare che [ f = limy_, 4o L3V f(na)Va
irrazionale .

Suggerimento: provarlo dapprima per f = e*™*i,



CENNI DI SOLUZIONE.
Esercizi 1-2-4. Seguono da Lebesgue e Fatou.

Esercizio 7. Da Bessel:
2r
STt <l = [T et =, 0

Poi, se f(x) :=limsin(ngz) in A := {x: Flimy sin(ngx)}, per quanto sopra si ha

0 = lim /0 sin(n) X {r>0p = /0 IX(r=0y
e quindi f* =0 q.o. ed, analogamente per f~ e quindi sinniz — 0 q.o. in A.

Analogo risultato per cosngx. e quindi

2

1 = sin® ngx + cos? ngz — 0 qgo.in A = A ha misura nulla

Esercizio 8. Basta mostrare che

/Olf—O:> hm anoz )=0

2rkix

Questo é ovvio per f =e .k # 0, perché in tal caso

N
1—
> f(no) = 1Z ,z::2l{:7r04i7é1
- _

Quindi é vero per ogni polinomio trigonometrico a media nulla. Infine, sia p. tale
che || f — pelloo < €. Allora

1 N

|N21:f(n@)\§
1 Y 1
<=M — pe(na)| + = Zpenoz <
N7

1
< et | Y pna)] = e
1



AMS5: Esercizi e problemi-IV Settimana

Esercizio 1.  Siano X =Y = [0, 1]

Siano p la misura di Lebesgue e v la misura che conta.  Sia D = {(z,z) : z €
[0, 1].

Provare che D é 1 x v-misurabile e calcolare (X v)(D).

Provare che v(D,) é p-misurabile, che p(DY) é v-misurabile.

B Jxv(D)dp = fy p(D¥)dv ?

Esercizio 2.  Siano X =Y = [0, 1] muniti della misura di Lebesgue . Siano
1 11 1 1 11 1 1
In=0,z], =]z, z+=],.. . Lh=[z+..+ =, -+... + = , N
Rj =1j1 X ]j—1> Rj = Ij X Ij—la j eN

f — Z 22n_1XRn - 22nXRn
n=1

Mostrare che [ () f(z,y)dz)dy, J3(fy flz,y)dy)dx  esistono entrambi
ma sono diversi.

Perché non si applica in questo caso il Teorema Fubini-Tonelli?

Esercizio 3 Provare che L™ = [* x L™

CONVERGENZA IN MISURA E TEOREMA DI VITALI

Siano f,, misurabili. f, converge a f in misura se

pw{fo—fl>€}) =00 Ye>0

Problema 1. Provare che
/\fn—f\—>0 =  f, — [ in misura

10



Problema 2. Provare che

fn — [ in misura = dnp — o0 fo, — [ qo.

Problema 3 (Teorema di Vitali) . Siano f,, sommabili tali che
(1) fn — f in misura
(i1) Ye>0,30>0: p(A) <6 = sup, [4]fal < €

(#4i) Ve>0,3A. 1 p(A) <oo e sup, [s|fo] < €

Provare che f é sommabile e [ |f, — f| — 0.

Problema 4. Siano f, misurabili, A misurabile di misura finita. Provare che

fo—= [ g0 = p({z e A [fulz) = f(z)] = €}) —n 0

Problema 5 (Teorema di Egoroff).

Sia (X)) < oo. Siano 0 > f,, misurabili, f,(z) — 0 V. Provare che

Ve > 0,3A. misurabile : u(A.) <e e f, — 0 uniformemente inA\ A,

Suggerimento. Provare che Vj,e, In(e,5) 1 t(Upsn(ejy{gn > %}) < 5 e consid-

erare A¢ := U;j Upsn(ej) {gn > %}
Esercizio 1. Sia

fn(Jf) - ‘Sll’l(kﬁnl’ +tn)‘pn7 T € (0727T>7 kn € Napn - +OO

Provare che f,, converge a zero in misura.

Sugg. Confrontare L'({x : |sin(k,x +t,)|P" > €}) con L'({x : |sinz[Pr > ¢}

11



Esercizio 2. Discutere convergenza puntuale, uniforme, in media, in misura:
(i) fu(®) = 50552, © €(0,1), ful®) = 70z, @ € (1,+00)

(i) fu(2) = nee ™" x € (0,1), fo(z)=nze ™, z e (1,+00)

(idd) fu () = 225, z € (1, +00)

(10) fn (%) = Gz ogmrn)

Esercizio 3. Siano f,, ¢ misurabili in R, |f.(z)| < g(z) per quasi tutti gli z.
Provare che

L'({g>¢€}) <oo Ye>0, f,— 0qo. = f,— 0 in misura

Suggerimento. L'({|f.| > €}) < L*{|g(x)| > €})....

Esercizio 4. Sia ® : N — QN [0, 1] biiezione. Siano
O(k) = @, my,ny  primi tra loro fr(x) = e e [0, 1]
N

Provare che fy tende a zero in misura, mentre lim f;(x) non esiste per alcun x.

Suggerimento. Trovare le x che soddisfano la disequaglianza (my—mngx)? < lo %
Usare poi il fatto che per ogni x esistono razionali my,ny, tali che |x — %‘ < n%
k

Considerare a parte il caso x razionale.
Esercizio 5.
(i) Trovare f,, misurabili tali che f,, — 0 in misura ma [|f,| > 1
(i) Trovare f,, misurabili tali che f, — 0 q.o. ma [|f,| > 1
(iii) Trovare f,, misurabili tali che f,, — 0 q.0. ma non in misura

(iv) Trovare f, : [0,2] — R tali che f,(z) — 0 Vz ma non in misura
Suggerimento. fn = xu,5,(Z + q;)...

12



CENNI DI SOLUZIONE

Esercizio 1. D =n, UL, =4 4] x [=1, 1], Dunque D ¢ misurabile nel
prodotto.
Poi, v(D,) =1, wDY)=0, [yv(Dy)du=1%#0= [, u(DY)dv.

Esercizio 2. yel,, =
1 22n—1 22n 1 1
[ ayde == o5 =0 = [([ flay)da)dy =0
1 1,1
mentre O§m§§ = /0 (/0 flz,y)dy =1

1 1 1 1 1
— < =-2" "= ==
5 <r<l1 :>/O f(z,y)dy 2"+ 2" =0 = /0 (/0 f(z,y)dy)dx 5

Esercizio 3 Basta considerare il caso n =m = 1.

Basta provare che L? < L' x L'. Sia A C R? tale che (L' x L')(A) < +oc e sia
quindi A C U;A;x B; C RxR Lebesgue misurabili tali che >, L' (A;) L' (B;) < +oo0.
Siano quindi A; C U;1;;, B; C UgJy; con

Zl(fij) < LHA)) +eay, Y U(Jiy) < LY(Bj) + eb;

per cui A C Uy li; X Ji; e quindi

’(4) < Zl(fz'j) (Jxj) Z Aj) + eaj) (L'(B)) + ebj) =
:Z[Ll(Aj) Z i)bj + LY )aj] + € Za] ;

Prendendo a; = L'(A;), b; = L'(B;) troviamo

L*(A) < (14 X [L(4) (L'(By)]

e quindi L2(A) < (1+ €)%(L' x L)(A).

Problema 1  Segue da [ |f, — f| > eu({|fn — f| > €}).

13



Problema 2 Sia g, := | fn — f|. Dall'ipotesi:
. 1 1
Vian;: p({gn > =}) < 55 Yn>n;
J 2
Dunque (Mg Ujsi {gn, > %}) = 0. Ma
1 1.
T ¢ Nk Ujsk {gn, > 3} = Jk: gn,(v) < 7 Vi >k

cioé g () — 0

Problema 3  Dal Problema 2 segue che f é misurabile e, per Fatou, [, |f| <
sup,, [4 |fa| per ogni misurabile A. In particolare, se A, ¢ come in (iii), [y [f| <€
e, per (i), [4|f] <€ se u(A) < d.. Dall’ipotesi (i) segue che

dne: n>ne=p{r e A |fulz) — f(x)] > ,U(Ae)} < 0,

e quindi, per (ii),
sup/ |fn] < € VYn > n,
m JAen

Si conclude che

J1= < ORI + [ Ve fl o+ [ ARl < e

Problema 4.  Sia g, := |f, — f|. Sia

[ =

Ag={r€A: g, — 0} =N U, Mgz {r€A: g <~}

<

Dall’ipotesi, essendo p(A) < oo, é:

0= H((A\ A0) = WA, P Ui {r € 45 g0 > 1)

e quindi p(Ny, Ugsp {x € A g > %}) =0 Vj.

Da p(A) < oo segue infine

1 1
p{re A g, > 5}) < p(Upsn{zr € At gr > 3})_>0

14



AMD5: Esercizi e problemi- VI Settimana

Problema 1 . Provare che

1 1
L?  separabile |, —+4+-=1 = L7 separabile
b q

e, pii in generale, se E é un Banach, allora
E'  separabile = E separabile

Provare con un esempio che I'implicazione E separabile = E’ separabile é falsa.

Suggerimento. Usare il 'fatto’ sequente: se 'V € sottospazio chiuso proprio di F,
allora esiste un «' € E', ' # 0 tale che x'(x) =0 per ogni x € V

Problema 2.  Siap >2.  Provare che ||.||, ¢ uniformemente convessa:

f+y
ve>0, 3500 [fllal<t IF-glze = 1TEY, <14
Suggerimento: usare la disequaglianza di Hanner

Problema 3. Sia p > 2. Provare che

fo=nfs Mhalle = 1Al = Wfa=fll, =0

Suggerimento: usare la uniforme convessitd della norma

Esercizio 1. Dare un esempio di L? non separabile.

Esercizio 2. Sia f, =, fin L, p > 1.

(i) Provare con un esempio che f,, puo non convergere in alcun punto, puo non
convergere in misura. Puo accadere che f,, non abbia alcuna sottosuccessione con-
vergente (.0.7

(ii)Provare che se f,(x) — g(z) q.0. allora g = f q.o0.

(iii) Provare che se [|f.|? — [|f|P allora f, ha almeno una sottosuccesione con-
vergente q.o. ad f.

15



Esercizio 3  Sia f, — f quasi ovunque. Provare che
u(E) <+oco = fuxg — [xg in misura

Esercizio 4  Sia f, € L? limitata: sup,, ||f.||, < +00 . Provare che
fn — f q.0., oppure in misura, = f, converge a f debolmente.

Suggerimento Fissata ¢ € L' N LY | usare la diseguaglianza

= Dol < Ul + U leli+a [ e
Esercizio 5  Siano f,, € LP. Provare che
(i)f. — f in misura, f, — f in misura = f = f q.o.
(ii)f, — f in misura, f, — f q0. = f = f q.o.
(iii) f, — f in misura, f, — f in LP,= f = f q.o.
(iv)fn — f qo., fo— fin LP,= f = f q.o.
(v)fn — f debolmente f, — f debolmente = f = f q.o.

(vi) fu — f debolmente f,, — f in misura = f = f q.o.

(vii)f, — f debolmente f, — f q.0. = f = f q.o.

Esercizio 6 Sia f € LP . Provare che

(1) p{z e R™1: [P 2 1)) <

(i) Pu({r € R™ : |f(z)] > t}) — 0 al tendere di t a 0 e a +o00.

Provare con un esempio che tale condizione non garantisce I'appartenenza di f
ad LP.

(iii) Sia p(X) < +oo. Siano f, € LP,p > 1, tale che sup, ||full, < +o0, €
fn — f,q.0.. Provare che f,, — fin LY Vq <p.
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CENNI DI SOLUZIONI

Problema 1. Sia D denso in LP. Sia g € L9.  Allora
f=lg|"%gel? = 3f,eD: f,— f qo.f, equidominatain L”

= goi=|fulP 2 = |fIP2f =g equidominata in L4
= {|flP%f: feD} édensoinL!
Sia E' separabile, {z! : n € N} denso in E’. Sia

1
z, € E: lzoll =1, ) (xn) > in;H Allora

1
¥(z,) =0 YneN = in;H <zl (z,)=2a (x,) —a'(x,) < |2}, —2'|| VneN

= |2 <2’ —a|| + ||lz]| < 3|l2" — 2] YneN = 2'=0

n

Cié comporta che V', chiusura di < z,, >, é densa (altrimenti esisterebbe 2’ € E’,
non nullo che si annulla su V) e quindi anche U'insieme delle combinazioni lineari
degli x,, e a coefficenti razionali (che é un insieme numerabile) é denso in E.

Un esempio é dato da [, che é separabile (le combinazioni lineari dei vettori
e;,i € N, e;(j) = d;; sono dense in ') mentre il suo duale, che é [*°, non é sepa-
rabile: l'insieme {x;; = €; +e; : 4,5 € N} é non numerabile e 4,5 # I,m =
|zij — Timllo = sup,, |zi;(n) — z1m(n)| =1 e quindi esiste una famiglia non numer-
abile di palle disgiunte; un insieme denso, dovendo intersecare ogni palla, é dunque
necessariamente non numerabile.

Problema 2.  Da Hanner (scriveremo |||, = ||.|):
f+yg
Ifl=1lgll=1 = 22| f +gl"+lIf —gll" = [==7I"<1-e
se ||%Hp > €. Ora, supponiamo esistano f,,, g, con
fn_gn fn+gn
1 fall lgall <12 ] [ ==l —1
2 2
Intanto || full, |gnll = 1, perché [|full + llgall <7 <2 = |22 <5 <1,
Dungue [[fu— 722 0, flg. — 20l 0
1 £l 19|
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fn + Zn, Zn_>07 gn = In

ovvero f, =

1/l 19nl]
fn gn
fo  Gn [l Tnl J
I =1 = =gt (wn=zn) | Z 20=[lwnl+l[zl] = [ 1=1-5
[Fnll Nl 2 2
fn gn
+
mentre dovrebbe essere lim I 1/ 5 g | = lim ||@H =1
Problema 3.  Facilmente,
Jn f Jn f
— | — 7l =0 = |fa=flp—0
Il LA £l LA !
Possiamo quindi supporre, (f # 0 e) dividendo per || f.|, |/l = fll = 1.
Quindi fn—f = %Af = hmlnf||f 5 f||2||f|]:1
Dall’'uniforme convessitd segue allora che || f, — f|, — 0.
Esercizio 1.  Sia X insieme non numerabile, dotato della misura che conta .

Gli elementi di LP(X, p) dati da  f = x3,2 € X hanno la proprietd

1
r#y = X — Xl =27

Dunque esiste in L”(X, ) un insieme non numerabile di palle disgiunte e quindi
ogni insieme denso in LP(X, i), dovendo intersecare ognuna di queste palle, é nec-
essariamente non numerabile.

Esercizio 3 fn — f quasi ovunque implica

0=pu({zekl: limnsup [fu(@)=f(2)] > 0}) = @(U;jNnUkznfz € E - | fulz)—f(2)| > %})

> (O Uk {2 € B+ |ful) — f(2)] > %})

e quindi, dato che u(FE) < +o0, otteniamo

(e € E - |fulx) — f(2)] > %} < 1(Uisn{ € B < |fule) — f(2)] > %})

o 1O U {2 € B | fa(2) — f(2)] > %}) ~0

18



Esercizio 4 Siage L' N LY. Se f, — f in misura, allora

hmsup/ Yal < (Ifallp + 1If limsup/ g 5/9
| < Ul + Il msan(f gt [l

g5/|g\ V6 >0

Basta ora osservare che L' N LY é denso in L9. Infatti, se 0 < g € L9, é
g = limy Z;V:l in con Zév:l X]i € LY e quindi anche in L. Poi, scrivi g = g7 —g~.

Se  f, — f quasi ovunque, e g=3>, X]J € L9 equndi p(E;) <
+oo Vj e quindi f, — f  in misura su ogni £, come sopra si ha che
limsup,, | [(f, — f) g/ = 0.

Esercizio 5
(i) fn— finmisura = 3f,, — f q.0. Passando eventualmente di nuovo
ad una sottosuccessione possiamo supporre  f,, — f q.o. Dunque f = f q.o.

(i)  come in (i)
(iii) segue da (i), perché f, — fin L = f, — f in misura
(iv)  segue dal fatto che f, — fin L? =  3f, — f qo.

V) [fg—=[fg, [fwg—[fg Ygelt = [(f-flg=0 Vge
L* = f—f=0q.o.

(vi)-(vii)  f, — f debolmente = f, limitata, fatto che, insieme a f, — f
in misura oppure q.o. implica f,, — f debolmente, e quindi f = f q.0. per (v)

Bsercizio 6 [y /7> Pu({/(0)| 2 1)) ¢ |fPelt =

BT )] 2 1) e p({If@)] =00 =0 = [ i 0

Esercizio 7 wX) < o0,  fu— f,qo. = f, — fin misura =
p({z : [fulz) — f(2)] = €} =, 0. Dunque

tim sup [ |1, = £|7 < lim sup [ = FI+ (X)) <
n n {z:] fn(z)—f(z)|>€}

q

s [ = 2] e @)= 0] 2 DT () = etn(x)

n
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AMS5: Esercizi e problemi-VIII Settimana
Problema 1.  Sia g, misura in R" definita sulla classe dei Boreliani; p si dice
Borel regolare se per ogni Boreliano B risulta
(i) u(B) = inf{u(0) : B C O,0 aperto}
(i) u(B) = sup{p(K) : K C B, K compatto}

Provare che, se p é Borel regolare, finita sui compatti e positiva sugli aperti, ed
¢ invariante per traslazione, allora ¢ un multiplo della misura di Lebesgue.

Problema 2 . Data f Lebesgue misurabile in R", ¢ > 0, sia f;(x) = f(tx).
Provare che

(i)f, & misurabile, fe LP = f,e LP e ||fill, =t *||fl],

Problema 3. Sia f sommabile in R". Provare che

1

J U@ = gy [ @ e =0

Problema 4. Siano f, g sommabili in R". Stabilire se é vero che
f,g pari/dispari = fxg épari, f pari, g dispari = f*g é dispari
Problema 5. Sia A C R". Provare che

(i) B ¢ RY boreliano di misura nulla = {(z,y) : = —y € B} ha misura nulla
in RY x RY

Suggerimento. Usare Fubini..
(ii) A ¢ RN di misura nulla = {(z,y) : z—y € A} ha misura nulla in RY x RY

(iv) A Lebesgue misurabile in RY = {(z,y) : z—y € A} é Lebesgue misurabile
in RV x RV

Suggerimento. Considerare B boreliano in RN tale che A C B, LN(A) = LY (B)..
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Problema 6 Sia f : RY — R Lebesgue misurabile. Provare che (z,y) :—
f(x —y) é Lebesgue misurabile in RY x RY

Suggerimento. Scrivere, per f > 0, f(z) = X, %XAj,f(a: —y) = ... ed usare
Uesercizio precedente (nota che X A(T —Y) = X{(wy): s—yeA})-

Problema 7. Sia f sommabile in R". Provare che

frxe=0 VYpeC© = f=0q.o.
Problema 8. Provare che

feLY(RY), |g(z)]<c = gxf ¢ében definita e continua

Mostrare, utilizzando le funzioni f = g = x_g)([o,l], che l'ipotesi di limitatezza su ¢
¢é essenziale.

Problema 9. Provare che

frae L'RY), g@)<c = (g% (@) =a/oto 0

Mostrare che l'ipotesi di limitatezza su g é essenziale.
Suggerimento. Considerare dapprima il caso g € Cy

Esercizio 1.  Siano f(z) = ﬁX[—le g(z) =3, nax[nﬁ%]. Stabilire se ,
per 0> a-+1, fxg élimitata

Esercizio 2. Sia f > 0 sommabile in R™ |, » > 0. Provare che
T — / J(y)dy
o (v)
é continua e dotata di massimo su tutto RY. Provare infine che
r — max d
nax [ Fw)dy

¢ continua.
Esercizio 3. Sia f(z) = \x\(1+1log = % € R. Provare che

(i) f € L? se e solo se p =2

(i) f* x[-1,1) € L se e solo se p > 2.
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AMS5: Esercizi e problemi- VIII Settimana

CENNI DI SOLUZIONE

Problema 1 . Sia  h € C°(RY) tale che [hdLY =1 .

Per ogni f € C5°(RY) risulta, usando Fubini applicato alla misura prodotto
v x LN e I'invarianza per traslazione:

/ fdp =
//f Vdp)h(z)dL = //forydu 2)dLN = //fx—l—y (2)dL™)dp
//f )AL Vdp = //hx— Ydu) f (z)dLN =
—c / fary
ove ¢ := [ hdu. Dalle proprieta (i)-(ii) segue, come nel caso della misura di
Lebesgue, che C5°(RY) é denso in L' (), e quindi
/ dy = ¢ / ALY VE boreliano
E E

Problema 2. Jf(x) — ﬁ IB, @) f(y)dyldx | <

- vaolBl/ </|f YIXB. @) (Y )dy) dr =
TNUOZB /(/‘f = fl@—2)) xs (= )dZ) de =
:’I’NUOZB /</|f — fle =18 x5 (§ )TNdf> dr =

= v | (300 [156@) = fo=re) o) g =00

perché [ |f(z) — f(z —r&)|de —,—0 0 e c’ éequidominatezza:

() [ 1f(@) = fla—r§)lde < 20|flr xz(©)
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Problema 3. Se f, g sono entrambe pari o entrambe dispari, risulta

(f*xg)(— /f —r—y)g dy—/fxﬂ/ dy—/fx z)g(2)dz = (f*g)(x)

Allo stesso modo si vede che, se f, g sono I'una pari e I'altra dispari, allora f * g é
dispari.

Problema 5. Sia B C RY boreliano, p: (x,y) — x —y. Siccome p
¢ continua,  p~!(B) é boreliano:

A :={A CRY:p7}(A) ¢ boreliano } contiene i boreliani, perché (come si vede
subito) A é o - algebra e contiene i chiusi (p é continual).

(i)  Si pud quindi applicare Fubini all’insieme misurabile — p~!(B):
P B)e=r-B = LV([p'(B).)=0 Vr =
(LN % LN)(p / LN(z — B)ALY (z) = 0

(ii) Se AcC B,LY(B)=0,B boreliano, da p~1(A) C p~(B) ed (i) segue
che  p~'(A) ha misura nulla

(iii)  Sia A di misura finita, A C B boreliano con LY (A) = LY(B) e quindi
B\ A ha misura nulla.  Da

pHA) =p (B\(B\A) =p (B)\p (B\4)

segue che  p~!(A) é misurabile,  perché, per (ii), p~'(B \ A) ha misura nulla e
p~!(B) ¢ (addirittura) boreliano.

Problema 7. In particolare,
/ fly Jdy=0 VgeCfF
Ora, se E é misurabile di misura finita, per ogni ¢ > 0 esistono K, C E C O,
(rispettivamente compatto ed aperto) con LY(O.) —e < LN(E) < LN(K,) + «.
Quindi

3 0neCy®, 059 <1: o, —nxe gqo. eqund ¢, —xel —n0

e quindi / fxe=0 VE misurabile.  Concludiamo che f =0
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Problema 8.  [|f(z—vy)g(y)|dy <c[|f| Vxequindi f*g é definita Vz e
(Fra)a+h)~(fra)@)] < ¢ [ 1f(ethy)Fla—)ldy = [ 17(z+h)~F()ldz a0

Infine, siano f=9= :B_%X[O,l] € L'(R)
E fxge L' (fxg)(z)=0sex <0 oppure x > 2 mentre O0<zr<1l =
1 1

(f*g)(x) = /01 mX[o 1](£U—y)y

dy:/m ! 5 igdy>
0 (z—y)F ys

3
3
/r 1 1d 11 ‘ 11 n
— = - = ——F —, 0+ +0
0 ZEng Yy 3, 2y 0= 327% o+

Problema 9. Fissati k>0, =€ RY, eposto A(k):={z: |f(2)] >k},
Alk,z) :={y: |f(r—y)| >k} =2 — A(k), risulta, per ogni R >0

J1f@=ewldy < gl [ 1f@=y)lay+liglee [ 1f@=y)ldy+k [ lgwldy

ly|<R A(k,x) ly|>R

Siccome [ f(y)ldy > [ |f(2)ldz = kLY (A(R) = L¥(A(K)) —ptoo O, si ha
A(k)

() | 1f@=yldy= [ 1f()ldz =140 Dunque,
A(k,z) A(k)
Ve>0, 3k R gl [ fa-wldy<e ko[ <
Alfee,) yi=te
e quindi limsup [ [f(z —y) g(y)|dy < [|g]|oc lim sup / [z —y)ldy + 2¢
2| o0 oo,
y|<Re
— |g]loo lin sup / f(2)|dz + 2¢ = 2
|| =00 Br(2)

Controesempio: lo stesso del Problema 8.

Eserciziol. E Jg=>., Z—; <400 se f[f—a>1. Poi,

(f xg)(x Zn/ S fdt e 2a>pF>a+l =

1 [o k% _la k%_}a—%
(F 29k +25) =k [ 77 f)dt = ShVAET = k8 =, 400
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Esercizio 2. Se [p (,) f(y)dy =0 Vx allora il massimo ¢é zero ed é realizzato
in ogni punto. Se no,  sup, [p () f(y)dy >0. Ma

1) = [ Ty = [ F0) xn.ew)dy = [ F@)xs. (e~ y)dy = (7 * x5)(x)

¢ continua in = (Problema 8) e va a zero all'infinito (Problema 9). Per il teorema di
Weierstrass, I é dotata di massimo, diciamo

sw [ flydy= [ fwdy

T By (x) B (zr)

Poi, per I'assoluta continuita dell’integrale

Ve 3 r—pl<ic = [ f@dy— [ fwdl<e e

| fly )dy—/B " )f(y)dy| <

Br -'Er)
| fy )dy—/ f(y)dy|+|/ f(y)dy—/ fy)dy| < 2e
By (xr) By (zr) Bﬂ(xr) Bﬂ(xﬂ)

P

Esercizio 3.

/fp d“”“/m Tl =

se p#2, perché se p <2  fP va a zero per x che va all’infinito , pia
lentamente d1 W mentre se  p > 2 va all’infinito , per z che va a zero, pid

rapidamente di ?.

Infine,
2o 1
= |z[log? |z
che ¢ integrabile in zero e all’infinito perché L loéx = — @—x.
41
dt

Poi (f % X(-1)(x) =
i/l (1 +log? [1])
¢ una funzione continua, di potenza p-esima sommabile sse p > 2 perché
z+1

2 dt 2
<

<
Ve +1) U +log*@+ 1)) ~ 2 /It (@ +log? [t]) ~ y/(x —1) (1 +log*(z — 1))
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