AM2 2005-2006: RECUPERO II ESONERO

TEMA 1. Sia A C R? connesso per archi. Provare che

feC(A) = f(A) éun intervallo.

TEMA 2. Provare il seguente Teorema
feCYD,(u)) = f édifferenziabile in w.

Mostrare con un esempio che una funzione differenziabile in un disco D, (u) € RY
non ¢ necessariamente di classe C'(D,(u)).

TEMA 3 Provare la formula di Taylor:  se f € C*(D,(u)), allora

flu+h) = f(u)+ <Vf(u), h> +% < Hs(u)h, h > + o (|]|h]|?)

TEMA 4 Sia feCY0), O apertoin R? (z9,4) € O. Provareil
Teorema del Dini:

fy(x()?y()) 7é 0 = EI(S: o >07 3 S Cl((x0_57x0+5)7(y0_07y0+0)):

flx.y) = f(zo.y0), (2,y) € [20—0, 20+0] X [yo—0, yo+0] A y = o(z)
Provare inoltre che o'(r) = — %

TEMA 5 Provare i seguenti fatti

(i) Se R érettangoloin RY, f:R— R & integrabile , allora
il grafico  {(u, f(u)) : w € R} é di misura nulla in senso stretto (in RV *1).

(ii) Se feCYRY), Z :={u:f(u) =0} élimitato e
flu)=0 = Vf(u)#0 allora Z édi misura nulla (in senso stretto).



ESERCIZIO 1 Sia
X y2
log(2? +y?) [2® 4 y?]

(i)  Stabilirese g  ¢é continua in (0,0)

g(z,y) = se  2°+y* #0, ¢(0,0) =0

(i)  Stabilirese g ¢ differenziabile in (0,0)

ESERCIZIO 2 Sia f(z,y) = (2 +y*)?* —2(2* — y?), (z,y) € R

(i) Determinare il minimo assoluto di f

(ii) Trovareinumerireali ¢ periquali [I'.:={f=c¢} éuna curvaregolare
(iii) Calcolare max f;, i=1,2 ove fi(z,y)=12*+19y?% folz,y) =y

ESERCIZIO 3 Dato 0<e<1, sia

dx dy

D, := {(~77,y): x>0, yzi}ﬂ([()?l]x[o,l]), IG::/W

€

Calcolare I, provare che [, —. .o 400 e determinare con quale velocita I. va
all’infinito.



SOLUZIONI

ESERCIZIO 1 ¢ é differenziabile in (0, 0):

T y2

log(z2 + y?) (28 + 2] Va2 +y?

Xz

log(2? + y?) Va2 +y?

Hx2+y2*>0 O

ESERCIZIO 2

(i) B flz,y) > (2 +y?) 2 +y* — 2. Quindi f é coerciva (cioé
|lu|| = +o00 = f(u) = +00) quindi dotata di minimo assoluto.
B fo = 4z (2? + y?) — 4u, fy = dy(z® + v*) + 4y

e quindi il gradiente di f si annulla in (0,0) e in (£1,0).

Siccome  f(z,0) = 2* —22% e f(0,y) =y*+2y?>, fha, in (0,0), un
massimo lungo I’asse delle x ed un minimo lungo ’asse delle y ed é quindi una sella.
Necessariamente (%1, 0) sono due punti di minimo assoluto:

min f = f(1,0) = —1

(notiamo anche che

foe = 4(2? + %) + 822 — 4, Jey = 8y, Juy = 4(2* +y?) +8y* +4
e quindi det H¢(£1,0) > 0, det H¢(0,0) < 0).

(i)  f(0,0) = 0, f(£1,0) = —1 = ['. é curva regolare sse
c#0, c# —1.

(ili) Siccome f é continua e coerciva (vedi (i)) I'. é chiuso e limitato per ogni c.
In particolare, ogni funzione continua é dotata di massimo e di minimo su I'y.

Siccome chiaramente le f; prendono valori positivi su I'g, i punti di massimo asso-
luto non possono cadere in (0, 0), che é I'unico punto singolare di I'y e quindi stanno
tra le soluzioni del sistema ai moltiplicatori V f; = Af, f = 0 con, necessariamente,

A0,
Per filz,y) = 2% + v, il sistema si scrive
27 = d)\z[x® +y* — 1], 2y = 4 yla® + y* + 1], (2% 4+ y*)? = 2(2* — v?)

che si riduce a y=0, 1=2\z2-1), z*=22? equindi z=+v2:

max (2 +y%) = f(EV20) = 2



Per fo(x,y) =y sipud procedere in modo analogo, oppure si pué esplicitare
y nell’equazione f =0 ottenendo

v =Vidr2 +1— (2* +1)

che raggiunge il suo massimo se 22 = % e quindi

max y? = 1
To y - 4
ESERCIZIO3 D.={(z,y): e<z <1, £<y<1} édominionormale
e le formule di riduzione danno
1/ 1
d 1 0
I, = / dz dy = / / = 2 Jarctan T dy | de =
x? 4 y? x Oy Yy
D € £
1 2
1 T arctan x
= / [— arctan — — 7] dx
/ T € T

1

1 Ve
: _ : 1 x? _ arctan t2 :
Siccome, posto x = /e t, risulta 6f ~arctan =dr = J’_ FEEdt,  troviamo
€

€

arctan t?

; dt - e — 0=+

[arctan #* — arctanx] dx +

8=

e

I, = o(l)+/1

+00
perché [ m%da: = +o00. Piu precisamente, usando I’Hopital, vediamo che
1

R
tan ¢
lim R / molt — ElogR = lim R F — arctanR?*| =0
R—+oo J t 2 R—+o00 2
e quindi
1
1 9 ™
I. = o(l)—i—/ — [arctanx® — arctanz] dxr — 1 log e
x
0

cioé I, va come |loge|.



