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Esercizio 1 In tutti i casi calcoleremo il limite del rapporto incrementale:

1 1

() lim2th x g L1
h—0 h h—0 x(x+h) X

i (R
h

1
1m =lim =
S a(ar kR P xrh+x 2x

(2) lim

h—0

) tan & + tan . tanx . sinx )
(3) Ricordando che tan(a+ f) = tana+tan S e notando che lim =lim——=cosx=1 siha
l-tantan S =0 x o0 x
tan x + tanh an x
tan(x+h)—tan(x) . 1_ B . tanh+ tan” x tanh
im ( ) ( )=11m1 tan x tanh —1im
0 h 0 h #=0 h(I—tan xtanh)

:(1+tan2x)limt ! =1+tan’ x

h—0 h 1—tan xtanh

C n k7 n—k n
n h -
- (x+h) =X ko(ij 3 R <1 R - n 1 1
(4) lim =lim— =11mz xXh" = X" =nx""
h =0 4=\ k n—1

h—0 h h—0

Esercizio 2 Utilizzando la regola di derivazione del prodotto si ottiene:
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Esercizio 3 Si ottiene
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Esercizio 4
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Esercizio 5 Dall’ipotesi si ricava che|f(x) - f(y)| < |x— y|a =0< FO=F) < |x— y|m_1 e quindi
xX—y
facendo tendere y ad x e applicando il teorema dei carabinieri si ottiene che
0<lim FO=7) <lim|x— y|0‘_l =0 perché @ >1quindi f'(x)=0 VxeR ciot la funzione &
y—x b y y—x
costante.

Esercizio 6

a. E immediato verificare dalla definizione che sinh(—x)=—sinh(x) e cosh(—x)=cosh(x),

cioe il seno iperbolico ¢ dispari e il coseno iperbolico ¢ pari. Riportiamo i grafici delle due
funzioni:
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c. Applicando le regole di derivazione si vede facilmente che
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b. cosh’ x—sinh® x = — = =

(sinh x) =cosh x (coshx) =sinhx

d. Applicando la regola di derivazione di funzione inversa si ricava che

(sinh’1 x)' = x21+1 (cosh’1 x)l = 21_1
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Esercizio 7



(1) Dato che risultaf(0)=3 limax’+bx+3=3 lim7¢*—4=3 la funzione & continua
x—0"

x—0"
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derivabile nell’origine se a = —%

Esercizio 8 In tutti i casi utilizzeremo il metodo di dimostrazione per induzione:
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(3) Base induttiva: dalle formule di addizione del coseno si ottiene che
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Passo induttivo: supponiamo che
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cioe la tesi.

Esercizio 9 Notiamo che la funzione & continua Vxe R\{0} in quanto prodotto e composizione di

funzioni continue. Affinché f(x) & continua nell’origine deve risultare che limx“sin—=0 e
x—0 X

quindi @ >0. Analogamente funzione & derivabile Vxe R\{0}. Affinché lo sia anche nell’origine

deve esistere finito il limite del rapporto incrementale. Osserviamo che
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che non esiste se0<a <1 ed ¢ uguale 0 se a>1 (il caso @ <0 non lo consideriamo perché la
funzione non ¢ neanche continua!). Infine usando le regole di derivazione si ottiene che:

f(x)=ax*" sinL - x“2 cos - Vxe R\{0}
X X

che & continua nel suo campo di esistenza. Quindi per quanto visto prima f'(x) & continua

nell’origine se e solo se
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cioese a>?2.



