AM2-07: TV settimana
FUNZIONI ANALITICHE

Una funzione f si dice  analitica  in un intervallo aperto I se é 'localmente’
somma di una serie di potenze:

Veg €1, 3 a,,r > 0 (dipendenti da x¢) tali che  f(z) = ioj an(x —0)"

n=0

in (zg — r,zg + 7).

NOTA. Una funzione analitica in I, essendo localmente somma di serie di poten-
ze, ¢ C(I) e f(x4) = nla, ovvero Y a,(x —x0)" é la serie di Taylor di f attorno
n=0
a xo. Tuttavia non tutte le funzioni C*°(I) sono analitiche in I:
f(z) = e % se x # 0, f(0) =0 é C™, con derivate di ogni ordine uguali a zero
in x = 0: dunque f non é somma della sua serie di Taylor.
Proposizione  Sia f € C*((a,b)). Se

Mn!
IM, r>0: sup|f™(z)] < My neN
(a.b) "

allora f é analitica in (a,b). Piu precisamente, V 1z € (a,b), si ha

oo r(n
flx) => / ;(':co) (x — x0)", Vo € (xog — 1,20 +17) N (a,b)
n=0 :

Dimostrazione. Si tratta di mostrare che R,(x,z) — 0 al tendere di n all’in-
finito, per ogni x € x € (xg — r,x0 + ) N [a,b]. E infatti

— o7t 1 —
|Ra(2,0)] < M/ (L=t Dt (1— ) < r(E= ol g
0

n! T

La somma di una serie di potenze é una funzione analitica.

o0
Sia  f(zr) = Y a, 2" somma di una serie di potenze avente raggio di
. =0 _ . 1 1
convergenza r, e siano 0 < r < 7 < r . Da  limsup, |ax|* < 5  segue che
_ 1 -
3 k: lajir] < v Vk >k, VjeN



Da f®(x) = f (jfk)! ajik T segue

ol <r o OE <SRN E L

= o7k
Usando ora la formula ioj U ij,k)! ¥ = ﬁ Vx € (—1,1), otteniamo
=0 7
k! 7 k! —
(k) < = Vk >k <
|f (IE)| — Tk(l —r F_l)k+1 (F _ f)k+1’ patlil Y |I’| _Z

Dalla Proposizione precedente segue che f é sviluppabile in serie di Taylor (di raggio
di convergenza almeno 7 — r) attorno ad ogni punto dellintervallo [—r, r].

Principio di identitd  Siano f, ¢ analitiche in (a,b). Allora
Jag € (a,b) 1 f(zg) = g™ (20) VR EN = f =g in(a,b)
Dall’analiticitd: 30 > 0: f(x) = g(x) Vo € (vo—9d,20+9) e quindi
Vi:=sup{z <b: f(t) = g(t) Vte[vo,z]} > 20+ >x0

Ora, z < b = f=gin [zg,2] = f™(2) = ¢™(z) in [20,V), Vn.
Se fosse b’ < b, sarebbe , per continuita, f™ (') = ¢™(¥) V¥n e quindi f =g
in un intorno di ¥, contraddicendo la natura di sup di v'.

Zeri di funzioni analitiche = Una funzione analitica in (a,b) e non identica-
mente nulla, ha, in (a, b), solo zeri isolati.

Sia x uno zero non isolato di f, cioé esistono x,, zeri distinti di f, tali che
Ty —n x € (a,b), f(z,) = 0 . E f(x) = 0 ed inoltre, per il teorema
di Rolle, dx),  trawx, ex taleche f'(z}) = 0 equindi f(z) =

lim, f'(z!) = 0 Iterando I’argomento, si trovano, per ogni k € N,  x(*) zeri
di f®) che convergono a z e quindi  f®(z) = 0 VEk e quindi f=0.
ESERCIZIO.
E(z) := [fe ¥ dt 6 analitica in R. Infatti
r OO t2n 00 z th o0 t2n+1
E :/ —1)"—]dt = —1n/fdt: 1)t
@) = [l = S [T = S



SERIE DI POTENZE NEL CAMPO COMPLESSO

1. Definizione zn € C converge a z (z, —p 2) < |z, —2z| —,0.
Siccome |z, — z|* = |Rez, — Rez|* + [Imz, — Imz|?,  si ha che:

Zn —n 2 & Rez, —,, Rez e Imz, —, Imz
n n n n n n

Zn —n 2z & Ye>0,In.: nm>n. = |z,— zn| <e (Cauchy)

00 N
2. Definizione > z, converge sse Sy := > z, converge.
n=1 =1

n—=
>nzn  sidice assolutamente convergente se Y. |z,| < 400.

N+p
(Cauchy) Y, z, converge <& Ve>0,3IN.: | X z,/<e VN>N, Vp.
n=N
In particolare, Soulznl <400 = 3,2z, converge ein particolare,
limsup, |z,]" <1 = Y, |z <400 = Yz, converge. Siha cosf

3. Cauchy-Hadamard Sia a, € C, r:=limsup,|a,| = . Allora

o oo
z€C, |zl<r = D |a.2"| < +oo lz| >r = > a2 = +oo

r:= raggio di convergenza, D, :={z: |z| < r}:= disco di convergenza .

1—z

ESEMPI. § 2" convergein |z <1 e ioj = L
n=0 n=0

o0 z?’L

exp z = — converge Vze C
n!
n=0

4. Definizione 0OccC é aperto, se 20€ 0,2, —>nz20 =2z,€0
definitivamente (ovvero 20 € O = 3D,.(2) :={2€C: |z—2| <7} CO).

5. Funzioni complesse di variabile complessa. Sia f: O — C.
f écontinuain zp€ O < Ve>036>0: |z—2 <d=|f(2)— f(20)] <€
[ éderivabile in zy € O  con derivata  f'(z) &

f(z)_f(ZO) . f/<ZO)‘ <e

Ve>03 >0 |z—2|<d = |
Z— 20
Anche qui, come nel caso reale:  f é derivabile in zy = f é continua in 2.



o0
6. Esercizio Sia f(z) := ) a,z" somma di una serie di potenze avente
0

raggio di convergenza 1 > 0. Allozra feC>(D,).

n oo
Proviamo che i) = %
dz =0

basta provare la formula per n = 1. Siano z, 2o € D,, p <. E

k)!
(”:, ) Unik2®  Vz € D,. Come nel caso reale,

z

- o0 n_ o
,f(z;:i”o(Zo) _n;mnzgﬂ < ;!anu Z__Zzoo — nzl Y
Ora, [2"—20| = |[(z—20) (2" 1+ 202" 2+ .+ 202 2+20")| < |z—znp" ! =
I el Ca e e T ) PR o RPN [
< =20+ o) 12— 2R 4+ 2" 2 — 2] <
< lz=—zf [(n=1Dp" 2 + (n—2lzlp"® + ...+ |2"?] < ”(”2_1)\2—%\/)”

> 2" — 20 _ > nn—1) _
D S A R BT SR P
n=2 220 n=2
, ) n(n—1) n—2
perché p<r= X |a,| "5~ p"* < +o0.
n=2
7. exp (z+w) = expz + expw Vz,w e C. Segue da

8. Lemma (Prodotto secondo Cauchy). ioj |2n| + % lwy| < +o0 =
n=0 n=0

DI > zwl < 4oo, D02 Hwr) = (X z) (D wa)
n=0 j+k=n n=0 j+k=n n=0 n=0
Infatti, exp (ztw) = 3 CHOL = (L y k) =
n=0 ’ n=0 " j+k=n 7
[e%s) Zj wk [e'¢) Zj [e'¢) wk
Z('Z ?H) = (Z ﬁ(Z H) = eXpz eXpw
n=0 j+k=n n=0 n=0

In particolare, (expz)? = exp (pz) Vp € N, z € C ;exp p = (exp 1)? =:
1

er, (exp(}%))?7 = e. Dunque exp(%) = e? e quindi exp(£) = (exp %)p =(ei)P=e
r —expx, = € R éprolungamento continuo di r — e",r € Q.



9. Formule di Eulero exp (£ it) = cost + isint VteR

exp(it) — exp(—it) exp(it) + exp(—it)

sint = 5 , cost = 5 VteR

Da exp(it) = § (lfl),n segue  Re(expit) = § (—1)”(;2:), = cost, Im(expit) =
n=0 " n=0 ’

§(—1)”% = sint.  In particolare,  exp(2kmi) = 1 Vk € Z, cioé

_0 *

t — exp (it) t€R é 2m-periodica.
Infine, da 7., exp (z +iy) = expx exp (iy) = e”(cost+isint). In particolare,
exp (z +2mi) = exp z, Vz.

10. (i) exp(—z) = (expz)* (1i) exXpz = exp z

(17i) |exp (it)] =1 VteR e |z]=1 = 3IJlte(—m7n|: z = exp(it)

N _, .
(1) expzexp(—2) =1 (i1) expZ = lim 3 % = lim Z i =exXpz

N—+o00 n=0 N—+oop=0 "
(ii1) |exp (it)]* = ( t) ex
ety Py

y =0, :L‘_COS( t)v Y=

exp (it) = exp (it) exp (—it) = 1. Poi,
1 = JVtel0n]: z=cost e y=sint se
sin(—t) se y < 0.
11. Funzioni circolari ed iperboliche sui complessi

[ee) 2n [ee] 2,271—1—1

cos z = nZ:O(—l)”(;n)!, sinz = HZ:O(—I)”W Vze C
1 o on+l
sinh z := i(expz —exp(—z)) = nzz%)m Vze C
coshz := 1(expz +exp(—z2)) = i G Vze C
2 = (2n)!
12. (i) exp(iz) = cosz + isinz, exp (—iz) = cosz — isinz

exp(iz) + exp (—iz) — coshir siny= P (iz) —exp (—iz) _ sinh(iz)

(i7) cosz =

2 2i i
Da (ii) segue: sinz,cosz sono funzioni 2m-periodiche mentre sinh z,coshz sono
2mi-periodiche. Inoltre, sin?z + cos®z =1, cosh?z — sinh*z =1



13. Definizione di argz, logz, 2€C

Dato z € C, argz (argomento di z) ¢ 'unico reale in (—m, ] tale che
z = |z| exp (iarg z)
Notiamo che, per periodicitd, z = |z| exp (i(argz + 2kw)) Vk € Z. Scriveremo
Arg z = {arg z + 2km, ke Z}
Ora,dato weC, w #0
expz = w < exp(Rez) exp(iImz) = |w| exp(i arg w) <
exp Rez = |w| e Imz — argw € 2nZ cioé
expz = w < z €{log|lw|+ i Argw}
Porremo Logw :={log|w|+ i Argw} YweC, w+#0
La funzione logw := log|w|+ i arg w si chiama valore principale del logaritmo.

Esempi. Logx = logx + 2kmi, Yo >0, Logx = log|z| + (2k+1)mi, Yz <O0.

log (—1) =mi, logi = Zi, Log(1—1i) = logv2 + (2k — 1)mi.

Esercizi. Log (zw) = Logz + Logw ove, per ABCC, A+ B =
{a+b: a€ A be B}. Infatti Arg (zw) = Argz + Argw.
Log (—z) = Log z + mi Yz #0.
Trovare lerrore in 22 = (—2)> = Log (2)> = Log (—2)* =

Logz+ Logz = Log(—z)+Log(—z) = 2Logz = 2Log(—z) = Logz = Log(—z).

14. Potenze in C  Sew,z € C,w #0

w® := exp (z Logw) = exp {z [log|w| + i(argw + 2km)]} kelZ
Esempi. Sia z =n € N; w" = exp {n [log|w| + i(argw + 2knm)]} =
exp {n log |w|} exp{ni(argw + 2km)} = |w|™ [exp { i(argw + 2km)}" =wx ... X
w (n volte).

_ 1 1 1 - arg a+ 2km _
Sez= -, neN, an = {|a|» exp i "= k=0,...,n—1} (le n
radici complesse di a). Se z ¢ Q, a® é un insieme infinito. In
particolare, e* = expz seesolose z¢€Z.



APPENDICE

A1l: Prova di 8. Siano SN = > Zn,

N

pv = (Y zjwy) = zowot+(zowi+z1wo)+. . .+ (ZoWNF+21WN_1+. . A 2N_1W1 2N W)
n=0 j+k=n

= 2zo(wotwi+...+wn)+21 (Wo+. . . 4wn_1)+...+2ywp. Dunque

lsyon — pn| =
|zo(w0+...—l—wN)+zl(w0+...+wN)+...+zN_1(w0+...—|—wN)+ZN(wo+ +’lUN)

(20 (wo+ w1 +...+wn)+ 21 (Wo+ ... +wy_1) + ...+ 2y_1(wo +w1) + 2§ wo)|

|21 wy + z2(wno1 +wn) + oo+ avo(we 4o+ wn) F ey (W F . Fwy)] <

n

J N J
<D B wv—gal| + Do (IEl o wv—jal| <
j= i=1 j=n+1 i=1
n o (o) N
<> Izl Yoo lwel| ] D0 Izl |20 Twk n:= 5] Da
j=1 k=N—n+1 j>nt1 k=1
> [Wk| —=Notoo 0 X |2 2Noree 0, X5 ]2] < Ho0, X |wi| < o0
k=N—-[5]+1 i=[5]+1 k=1
segue  |SN ON — PN| —N-100 0 e quindi lij{fnpN = lij{fnsN oN.
ESERCIZIO. ei= > L= dim (1+1) D
n=0 " n—=roo
(1+3) = Z e < X & perchd iy = e
e quindi

> 1
hmsup 1+ )" SZ —
n!

n=0

Viceversa, n>ng = (1+2)" > Z s k),nlk = liminf,(1+2)" > Z% & Vng
ok

perché #Lk), =(1-3Ha-2) ... 1-EH)—-, 1. Quindi
hmlnf 1 —|— Z



