AMZ2: Tracce delle lezioni- VII Settimana

Cammini differenziabili.
Se y(t) = (z1(t), ..., z,(t)), =; € CY([0,1]) Vi =1,...,n scriveremo 7 € C*([0,1],R™)
e diremo che v é cammino differenziabile e

F(t) = (@1(t), ..., &,(t)) ¢éil vettore tangente a ~ in ~(¢) .
Esempio.  ~(t) = (rcos2nt,rsin2nt), t € [0,1], (t) = (—2nrsin 2nt, 27r cos 2mt)

Sia f € CY(R?), h e R? Sia~(t) = (th, f(th)) parametrizzazione della
curva ottenuta intersecando il grafico di f con il piano passante per 'asse delle z e
per la retta che unisce h all’origine. Il vettore tangente alla curva « in (0,0, f(0,0))
é

(< V7(0,0),h ) = (5 (8h), % ()

dt

Al variare di h in R? si ottengono tutti i vettori tangenti al grafico di f in (0,0)).
Questi sono tutti e soli i punti del piano in R? di equazione

I3 = f(O, O) + aa—l]’cl(()’ O)."El + aa—l];(o, O).’EQ

Tale piano approssima il grafico di f a meno di errori di ordine superiore al primo
(piano tangente).

Derivazione lungo un cammino (derivazione di funzioni composte)
Sia f € C1(0), v € C*([0,1],0) Allora
CIa) =< ViG0).40 >
B: y(t+s) = y(t) +4()s+h(s), fluth) = fu)+ < Vf(u),h> +o(h) =
fOt+s)) = F(y()+ < V(1) 3(t) > s + o(s) ove
o(s) =< Vf(v(t)),h(s) > +o(¥(t)s+h(s)). Infatti Ve>0, 36, >0,5.>0:
(k]| < 6c = o(k) <ellkl])e(ls| < sc = [[A(s)]| < els] e [[F@)][s|+[Ia(s)]] < de)

= [ <Vf(v(#), h(s) > +o(¥(t)s + () < els[ (VDI + [HOI + 1).



DERIVATE SUCCESSIVE

Sia feC'(0), OCR" aperto. Se f,, sono a loro volta derivabili,
allora
f 9 0 af

Joa; = Or;0x;  Ow; O,

j=1,...,n
sono le derivate seconde.
Se  fuw, €C(0), Vi, j=1,....,n, [ sidicediclasse C*(0).
LEMMA DI SCHWARTZ
0*f 0*f

2 R . .
fec(o) = iz, Bwsm, Vi,j=1,...,n

Prova.  Sia, per semplicitd, n = 2. Sia Rs;:=[T—0,T+0| X [J—6,T+0], § <<,
D,(z,y) C O. Si ha:

746 [ y+6 z+6
1 0 of 1 af ,  _ of _ B
I = 4_52_/5 ( By 0" y)dy) =1 /[833( T+~ gpley—o)de=

153 V@ +67+0) — fF—85+0)~ [F+8,5-8) + (70,5~ 0)] =
vto To [ T4o

RN TP P (Fow

—@__/(S[a—y(ﬂdy)—a—y(x—&y)]dy = 4525_/5 (,/5 axay(x,y)dw) dy

5
Siccome x — ( Ik a%%(x, y)dy | dx é continua, per il teorema della media esiste
7o

T+5 (Y y
x5 € [T —6,T + ] tale che [ <f gygi(a: y)dy) dx = 2(5([ (%gi(wg, )dy).
z—6 \y Y

Con un’altra applicazione del teorema della media, e mandando ¢ a zero, otteniamo

+6 [ y+6
1 00 09?
I(xs5,y5) € Rs : 15 = 5 / Q 3_y3_£(x’y) dy) dr = ng(xa,ya) —5 [y (T, 7)
o5 \goo

e analogamente

T+6 (T4 52
It ) € Ryt Iy = o J (/ 29 y)dm) Iy = S ) = hof7 D)



MATRICE HESSIANA

Sia f € C?(0) ed indichiamo con u = (zy,...,x,) i punti di R". La matrice
n x n delle derivate seconde

0P f
H:(u) = U
i,j=1,...,n
¢ detta matrice Hessiana .  Dal Lemma di Schwartz: H; ¢ matrice simmetrica.

FORMULA DI TAYLOR (al secondo ordine)
Sia f € C*(D,(u)). Allora:
1
flu+h) = flu)+ <Vf(u), h> + 5 < Hi(u) h, h > + o (||h]]%)

Prova. Sia u = (z1,...,2,), h=(hy,...,h,). Posto p(t):= f(u+th), é

e(0) = f(u), e(1) = f(u+th)
d n
d—f(uﬂh) - ; %j(u—kth)hj
& _d of v P o=
ﬁ(u—l—th)— ;%a—%(uﬂh)hj = ; Z:la%axj(u—i—th)hzh] —

Ma ¢(1) = ¢(0) + ¢'(0) + [(1—1)¢"(t)dt e quindi
flu+h) = f(u) + <Vf(u), h> + %<Hf(u)h,h> +

(1—1t) < [Hj(u+th) — Hy(w)] hh> dt.

Oft—

La stima del resto segue da

Ve>036>0: [t| <6 = |faw (utth)— frm ()] <e =

n

| > [four, (Wt th) = fow, ()] hihj | < n?el|h]]?

ij=1



MASSIMI E MINIMI IN PIU VARIABILI
u € R™ é minimo locale libero per f < 30 >0: f(u) < f(v) Vv € Ds(u)
Condizioni necessarie. Se wu € R" é minimo locale libero per f, allora
i) feCYD.(v)) = Vf(u) = 0 (ué critico o stazionario per f)
(i) feC*(D.(u)) = < Hp(u)h,h>>0 VheR"
Prova. (i) heR™ |t| <o, = f(u)<flut+th) =
0 =42 flutth),, =<Vf(u),h> = Vfu) =0.

(i) Dalla formula di Taylor: Viw) =0, 0< flu+h)—flu) =

Y f () + (B2 [< Hy(u) Hih,, ﬁ > 4o()] = < Hy(u) o e

Una condizioni sufficente. Sia f € C?(D,(u)), e Vf(u)=0:
<Hf(u)h,h > >0 VheR" h#0, =« éminimo locale

Prova. h —< H¢(u)h,h > continua, < H¢(u)h,h >> 0 VheR" h#0, =
dm = minp=1 < He(u) h,h > > 0

Quindi, < Hy(u) h,h > > m|h||* Vh € R".  Allora, usando Taylor e
Vf(u) =0 vediamoche 0<|h|| << 1 =
h

——> + o(1)] > ||h|]* [m +o(1)] >0

fluth)—fu) = ||| [< Hf(“)ﬁ’ 7

Massimi locali liberi Se invece 30 > 0: f(u) > f(v) Yv € Ds(u), wu si dice
massimo locale libero per f. Anche in tal caso, se f € C'(D,(u)) , necessariamente
Vf(u) =0, mentre, se f € C*D,(u)), allora < Hf(u)h, h>< 0 VheR™

Analogamente, la condizione sufficente perché u sia massimo locale libero per
f € C*D,(u)) é che

Viu)=0 e <H¢(u)h,h><0 VYheR" h#0



Forme quadratiche

La natura di un punto stazionario v = (z1,...,x,) di f dipende dalle proprieta
di segno della forma quadratica associata alla matrice Hessiana
n 82 f
< H¢(u) h, h > =

f( ) ’ Z 3@8%

ij=1

(U)hth: h:(hl,,hn)

Ora, Hy(u) simmetrica = Hp(u) ha autovalorireali, diciamo A\ < ... <
An. Le proprieta di segno della forma quadratica associata sono legate al segno
degli autovalori. Diamo qui una dimostrazione analitica di questo fatto.

Sia A:(aij)ijzl

»=A ! matrice n xn simmetrica. La forma quadratica associata

.....

<Ah h>= 3 ajhh;, h=(h,... . h,)€R" si dice

i,j=1

definita positiva (negativa) se <A h, h>> 0(<0), Yh #(0,0)

semidefinita positiva (negativa) se <A h, h>> 0(<0), VheR"

Proposizione Sia A = (a;;) matrice simmetrica n xn, A <...<)\,
i suoi autovalori. Allora
M= inf <Ah,h> Ap= sup <Ah,h>
llhll=1 |lhll=1
Prova.Sia m :=< Ah,h > = min < Ah,h > = min <“||4}?”’Q>. Siccome

[|hll=1 [|k||£0
V < Ah,h >=2Ah e V|[h]|™ =2p= e quindi

<Ah’h>—2Ah —2<Ah,h>L=0

\V4 —
[2][2 [R]]2 [[2][*

se h = h e quindi Ah =< Ah,h > h = mh

Dunque m é un autovalore di A, necessariamente il pii piccolo, giacché — Ah =
Ay B =1 = A =< Ah,h >2> m.

Corollario

(ii)) A ¢é definita positiva (negativa ) < A; >0 (A, <0)

(i) A ¢ semidefinita positiva (negativa ) < A =0 (A, =0)



~ ESEMPL 1. Sia flz,y) = (22 +y*)? — 2(2* — %)
E fo = 4a(a® +y°) — 4, fy = 4y(@® +y?) + 4y
fow = 4(2? +y?) + 822 — 4, fay = 827, fyy = 42 + %) + 8y* + 4
Punti stazionari:  (0,0), (%1,0)); det H(£1,0) > 0, det H(0,0) < 0; (%1,0)
sono minimi globali: ||u| — +oc0 = f(u) — 400 ; (0,0) é una sella.
2. Sia g(z,y) =23+ y> — 3zy.
Notiamo che Vg=0 < 2=y, y*=2 equindi (0,0),(1,1) sono gli unici
punti critici di g. Poi
Gz = 62, gyy = 6Y, g2y = —3 € quindi
- H¢(0,0) ha autovalori £3 e quindi (0, 0) é di sella

- H¢(1,1) ha autovalori positivi e quindi (1,1) é di minimo, infatti il punto di
minimo assoluto di g.

INTEGRALI DIPENDENTI DA PARAMETRO
DIPENDENZA CONTINUA
Sia f € C((to — d,to +0) x (a,b)), —00 <a <b< +oo. Supponiamo

(equidominatezza) J ¢ integrabile in (a,b) : |f(t,z| < g(z) Vi, x

b
Allora t— /f(t, x)dx é continuain (ty — d,tg +9)

Prova. Grazie ad Heine-Cantor, t, — t = f,(x) := f(t,,z) converge uniforme-
mente sui sottoinsiemi chiusi e limitati di (a,b). Cid, insieme alla equidominatezza,

assicura che afbf(tn, x) dx — aff(t, x) dx.
DERIVAZIONE SOTTO SEGNO DI INTEGRALE.
Sia f € C([to — 0,tp + 0] x (a,b)), —o0 <a < b< +4o00. Supponiamo che
i) 9L esiste ed é continua in [ty — 8, to 4 6] x (a, )

it) 3 g integrabile in (a,b): |fi(t,x| < g(z) Vi, .



b
Allora t— [ f(t,x)dx ¢éderivabile Vit €& (to —d,tg+0) e

b
d 0
aa/f(t,x) dr = a/a—‘::(t,x) dx

Prova. Siate (tg—6,tg+06), 7 —0. E Jbmmn) —JO2) gt 3) =

Tn

1 1
/ di (t+ s7n, )] ds — fi(t,z) = /[ft(t + sTp,x) — filt,x)] ds —, 0
0 0

Tn

Cl:)

uniformemente in x € [¢,d] C (a,b) (Heine-Cantor). Inoltre
J 1t + s570,) = filt, ) ds < 29(2) Dunque
0

ff(t + Tn>x> dx — jzf(t,l')dilj‘ b
. = —/ft(t,w) de| <

a

Tn

a 0

b1
/ {/‘ft(t‘FSTn,ﬂﬁ) — fi(t, )] ds|] dz —, 0
ESEMPIO. f(t,x) = ®22 e, fi(t,z) = —sinze™™, t > 0, z € R sono

continue. .
Inoltre t > to >0 = |f(t,2)|+ |fi(t,z)] < e e [ eW%dr = L.

400 | “+o0
Dunque % [ == e ®dr = — [ e "®sinzdr. Integrando per parti si ottiene
0 0

d [sinz e 1
— / erdr = ———
dt ) 1+¢2

CONVOLUZIONE Siano f,g: R— R, ¢ € C;° f continua. Allora

(f ) !/fx— - /f (e =t)dt = (g f)(x)
¢ O e i -
(@) = (f+ T0)(a)



Prova. La prima affermazione segue effettuando il cambio di variabile t =
x—y. Sipud dunque derivare sotto segno di integrale, giacché cé’ equidominatezza:

dk
[ F0g(e = 0] = 1£8) 6®(@ = )] < alfO ra, o =splg®@)
zeR

ove R é tale che g(z —t) =0se |[t| > Re |z| <c.

REGOLARIZZAZIONE PER CONVOLUZIONE

400
Sia peCP, ¢>0, [ ¢@)de =1 (¢ nucleo regolarizzante).

— 00
Sia  pc(z) = Lp(2). (successione regolarizzante)

Sia f continua. Allora

f*pe —c.o [ uniformemente sui limitati

Prova .
we(r) =0se x| >€ e +foog06(x —y)dy =1 =
+oo
‘S&%\f(af)—(f*soe)(x)! < sup |f(@)=f(y)]pe(r—y)dy < et |f(x)=[f(y)]
Ma sup  [f(z) = f(y)| =e=0 O, perché

|| <R, |[z—y|<e

f é uniformemente continua in [R —¢€, R+ €.



