AMS5 2008: Tracce delle lezioni- 5
SPAZI L*: COMPATTEZZA DEBOLE E DUALITA
Sia g misura su X, p > 1, %D + % =1; |.||, indicherd la norma in LP(X, u).
Definizione di convergenza debole in L.  Sia f, € L? :

Jn—n f & /fngduﬁ/fgdu Vgelt

Uniforme limitatezza. fo—nfinl?P = sup, anHp < +00

Prova. Per assurdo. Come nel caso p = 2 possiamo supporre che esista f,, € LP:

Wl =4 [ fag =20 VgelLf
|ful? 2 fu .
Posto g, := ‘727_1 si ha /|gn| =1, /fngn = || full, =
1 fullb
Posto o07:=1 e, induttivamente, o,:=1 se ffn g;i >0 e

Jf

n—1
— 9; . ; N S
o, :i=—1 se (jz::l T /fn gj) <0, sia g = 20 Da

n+m/ n+m 1
I Z 3]9J||q— Z —.—> 0 Vm segue ¢ € L% e quindi |/fn§| =

n

=125 b+ X5 [fal 2 ég’;:/fng] |23J/fngj

J>n j>n
O 7 / f?’lgj| = |Z 3] /fngj 3n /fngn‘ > /fngn = ( — s
4n 1.4 1.4
mentre |Z 37 /fngj’ = 3] = g(g)n (S quindi |/fn§| > §(§)n — 400,
Jj>n j>n
contraddizione.
Proposizione.

i) lfo— fllb =0 = f, =, fin L? (ma non viceversa)
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i) fo—=nf, gn —=ng, InIlP o,feER = af,+ 09, —naf+Fgin LP
(i) fo =0 £ in L2 = Timinf]|f], > £,
(iv) fo—=n f In L, go—g in LY = [fign —n [fg
() TGS =10 [fugi—n0 Vs, [fully, < +00 = fo=,0in I¥
Prova. () [J (=)ol < IS Flpllolly —a 0 ¥Ygelt (i) ovvia
(i) |/ fugl < fullp lolly = /£ gl < Qimink, | fll) lgll, Voe Lt =
Jise =1 [ 12 < timin | fully |17 g = limnf £l (15177
(iv) sup, | fuly < +o0 =

| [Unga=t ) <1 [(Fa=Dal+] [(Ga=9)fal <1 [(a=Dgl+11allplgn—glly = 0

v) E[fog—n0 Vge< g; >. Dato g € L9, siano h; €< g; > tali che
1h; = gllq —; 0. Allora

[ fugl <1 [ absl [ fallhi=gl = Timsup| [ fagl < [h=gllysup [ full, Vi
e quindi limsup,, | [ f, g| = 0.
DISEGUAGLIANZA DI HANNER

1<p<2 = (Ifllp+ lgll)*+[ 1Al = Nglly I < 1f+glp+If =gl Vfig e L?
p=2 = (If s + gl + Ll = lgllp " = L +glp+1f =gl V.9 € L

NOTA. Scrivendo ¢ :=f+g, ¢p:=f—g,equndi f = 2% =22
le diseguaglianze si riscrivono nel modo equivalente

1<p<2 = (If+glp+I1f =gl 1f + gl = 1F = gllo I” < 22 (1112 + llgl)

p=2 = (If +glly + lf = glp)*+1Lf +glly = ILf = gllo " =22 (112 + ll91l%)

In particolare, se p = 2 ritroviamo la regola del parallelogramma, mentre se p = 1
si tratta di due modi di scrivere la diseguaglianza triangolare.
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Prova. Siccome la diseguaglianza é simmetrica in f, g, e certamente vera se
1fllp 1lgll, = 0, possiamo supporre || f[l, > [[gl[, > 0. Dividendo per |[f[[} , ed

avendo posto  f := ﬁ, g = i ngp la diseguaglianza si riscrive,

() pelt2]: |Ifllp=1lgl, <1 = (+lgll,)"+A=lal)?” < 1f+gl+1f =4l

Cer)  p =2 ([fll, =1 Mgl <1 = (A+llglp)?+=llgllp)" = [ f+gll5+I1f =3l

Ora, (%), (x*) si possono derivare da

Una diseguaglianza elementare.

(o) 1<p<2 = am)t|P+b(r)|sfP <|t+s|P+]|t—sP VsteR,re(0,]1]
(e0) 2<p = a(r)|tP +b(r)|s|P > |t +s|P + |t —s]P Vs, t € R,r € (0,1]
ove a(r):=0+rPt+ 1 —r)Pt  br):=rP[(14+r)Pt—(1—r)P1.

Proviamo che (o) = (x) (e (ee) = (xx)). Da

L+ + Q=) =[1+r) T+ =) P P )™ = (L= )P =

= a(r)+b(r)r? segue, posto r =gl
(AH1g 1P +A=lgl,)? = [ a)lf(@)P+b(r)|g(2)l”  perché /|f|p =1
Quindi, posto  t = f(z), s=g(z), in (o), otteniamo  (x).

Prova di (e), (ee). Intanto, sono vere per t =0:  ¥r > 0 si ha

—1
b/(T)Zpr [(1—7)P2—(14+7r)P2]>0 se p<2 e U(r)<0 se p>2

Siccome b(1) =271 <2sep <2 e b(l) >2sep > 2 siha quindi che
1<p<2 = b(r)<2in (0,1] mentre p>2 = b(r)>2in (0,1] . Ovvero,
(o) ¢ ((ee)) valgono per t = 0 e si possono dunque riscrivere, dividendo per [¢[P |
nella forma equivalente

(o) 1<p<2 = ar)+b(M)|rP<|1+7P+|1—-7P VTER

(@) p>2 = alr)+br)|rP>1+7P+[]1-77 VreR

che infatti basta provare per ogni 7 > 0, perché la diseguaglianza é pari in 7.
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Posto  ~(r,7) :=a(r) +b(r)r?, r € (0,1],7 > 0, basta provare che

l<p<2 = sup Y(r,7)=[14+71P+[1 =7 V>0
0<r<1
: _ p _ P >
p>2 = Og};’y(rﬁ) 1+7P+[1—7|P V>0

" ! — — / alr ! ! T
B o) = (- DI B = -0 ) =) ()
ad <0, V>0 se p<2 e d>0 V<0 se p>2 Vr>0

In particolare, 7/ si annulla esattamente in r =7, e y(7) = [1 + 7|P + |1 — 7|P é un
massimo se p < 2 ed un minimo se p > 2. Quindi

<1 = (o), (o0) valgono

Sia infine 7 > 1. Per quanto visto, se p < 2 §==Lr<lere(01]

allora ’

a(r) +b(r)o? < (1+46)P+(1-96)» equindi 7Pa(r)+b(r) < (1+7)P+(1—7)°

e vale la diseguaglianza opposta se p > 2. Basta allora provare che Vr € (0,1]
a(r) +b(r)m” <a(r)r? +b(r) se p<2

a(r) +b(r)m® > a(r)m? +b(r) se p>2

E ci6 segue dal fatto che p<2 = o -V =d(1+ %) <0in (0,1] e
quindi

a(l)=b(1)=2""1 = a(r)>b(r) Vre (0,1 = [a(r)—b(r)] 7" > a(r)—b(r)

= a(r)+7°b(r) < 7P a(r) + b(r)

Se invece p > 2, é ' —b' > 0 in (0, 1], e quindi si ottiene la diseguaglianza opposta.

Proiezione su un convesso. Sia 1 < p, C C L?  chiuso e convesso.
Allora Vfelr, 3feeC: |f—fl<If-gl VgecC
Inoltre 0< / (= felP2(f=fo)(fo—v) YweC

Prova. Sia f, € C' minimizzante: || f, — f|| —=» d :==infyec||f —gl|.  Se fn

é di Cauchy, 3 fo € C =C taleche | f,— fc| —»0equindi | f— fcl = d.
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Hanner = fn € di Cauchy.

Caso p > 2.  Utilizziamo la versione in Nota, con  f, — f, fo+ fn —2f
al posto di f, g: fissato e >0, dn, tale che

nom>ne = 2 [ o= fulll + 1ot fm—2fI5 | <

2(fa = Hllp + 12(fm = HI)PH 200 = Hllp — 120 = Do < (4d)P+€ . Ma
2

C convesso = —fll>2d =

eC = |fatfu—=2fl,=2]

TW&—M%+@W1SZPHL—M%+H%+M—WW]SWW+G
= 2P ||fn_fm||g SG s€ n>m2ne

Caso 1 < p < 2. Utilizziamo la versione in Nota, con fn—1, fm—f
al posto di f, g fissato e >0, dn, tale che n,m?>n. =

(an o mep + an + fm - 2f”p>p + | an - fm”p - an + fm - Qpr‘p <
< 12(fa = DI+ 12(fm — FI < 27710 427 dPe
Allora, dividendo per  (2d)? e giacché || fo + fin — 2f|l, > 2d  otteniamo
. _ P N o —Fon L .

14 pllesfole < [1 4 Lofulb]” <9y ¢ o quindi egfole < bte < .
Quindi, 2+ (| fo = fallp)? + (2d = [ fo = finllp)? < 2rHdr 427 dPe e quindi,
dividendo per (2d)?, e posto  ¢(t) := w si ha gb(%) <l+e
Ma  ¢'(t) > 0Vt e (0,1] e quindi ”f”4d];mup < ¢ '1+e€ Vn,m>n.

Infine, — @u(t) := [|f=[tv+(1=0)f)IlF = [[f = fol’ = ¢u(0) Vv eC, Viel0,1]

= 0<¢,(0)=[|f = felP2(f = fo) (fe —v) VveC.
Corollario .  Sia V =V C L” sottospazio lineare. Allora
Viel, eV [IF-fl i -f=0 WweV o [f-fol <

Prova. (C’¢ solo da provare la diseguaglianza:

1F = fol = [ 1= fol 2 (F = fo = [ 1f = 1P (F = ) f < 1F = fuld 11,
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Teorema ( IL DUALE DI  L* é L9)

Sia p>1, -4+-=1. Allora (L?)) éisometricamente isomorfoa L7.

141
P q

Se g € L9, allora I,(f) = [fg ¢ definito in L per la diseguaglianza di
Holder, ed é un funzionale lineare e continuo:

(NI < N F1lp llgllg

Dunque, 'applicazione

T:g—l, lg(f)rz/fg, ge L
manda, in modo lineare, L7 nel duale di L.  Inoltre T é una isometria:
lglle = 17 (9)ll ove 179 = Sup ly(f)] = ”?ﬁ”il' /gl

Infatti, in primo luogo,  ||T(9)|| < |lgll;-  Poi,

ol g1 = [ 1ol g7 = [ 1ol = lgl ¢ quindi
(gl 9) _ Jlgl* 4%
1T = == ="—"7=llglls *=llgll,
lglld lglld
Infine, T" é suriettiva:
Vie (LPY, 3 g=g el l(f):/fg Vf e LP
Sia infatti  V := Ker [. Se | # 0, V é sottospazio lineare chiuso proprio di

L? e quindi esiste helP: h¢V .Se hy#h élasua proiezione su V,
detta g:= |h—hy|P2(h—hy) ,sihachege Le

/gv: /]h—hv|p’2(h—hv)v20 Yv eV, /gh>0 perché
Jgh=[1h=hyP~2(h = hy)[(h = hv) + hv] = [ [h = hy P, Ora,
b 1), _ Lo 1), _ 1(f)
Vfell: l(f—mh)—o equmdl0—/g(f—l(h)h)—/gf—l(h)/gh
. _ (] )
e quindi l(f)—/[fgh 9] f



Teorema (compattezza debole)  Sia LP separabile. Allora

sup || fullp < +o0 =  If € LF, ny —p+oo:  fu, =k f

Prova. Sia  u, densa in LP. E facile vedere (usando ad esempio il
Teorema di Vitali) che g, := |u,[P"%u, ¢é denso in LY.

Siccome  sup, | [ fng;| < +o00 Vj e quindi, per ogni j, la successione nu-
merica 1 — [ f,g; hauna estratta convergente, si pué estrarre da f,, ( metodo
diagonale di Cantor ) una f,, tale che

l(g;) := lilgn/fnkgj esiste finito  Vj

e quindi l(g) :== lilgn/fnkg esiste finito Vg €< g, >

Inoltre, [  échiaramentelinearesu<g; >, e |l(g)] < (sup, ||fallp) ll9llg
Vg €< g; >. Dunque [ siestende (in modo unico) a un funzionale lineare e con-
tinuo su tutto L9, che continuiamo ad indicare [. Dal teorema di rappresentazione:

df e LP: l(g):/fg Vg € L1

Per quanto sopra, /fnkgj — 1(g;) = /fgj vy

e ci6 ¢ sufficente a garantire che  f,,, — f.

Lemma di Mazur Sia C chiuso e convesso. Allora

fnel fo—=nf = fed
Prova. Per assurdo: f ¢ C, e quindi, indicata con  f¢ la sua
proiezione su C, risulta
fAfe e 0 [If =Ll fo) (fo—v) WeeC

Quindi, preso v = f,, siha

0< [1f = fol = [ 1 = el (7 = fo)f = [1f = felP2(F = fe)fe <

< [1F = felP 2 (F = fo)f = [ 1 = felP*(F = fo) fu =0 0

contraddizione.

49



Esercizi e problemi 5

Problema 1 . Provare che

1 1
L? separabile , —+4+-=1 = L7 separabile
P q

e, pii in generale, se £ é un Banach, allora
E'  separabile = FE separabile

Provare con un esempio che I'implicazione E separabile = E’ separabile é falsa.

Suggerimento. Usare il ‘fatto’ sequente: se V € sottospazio chiuso proprio di F,
allora esiste un ' € E', ' # 0 tale che x'(x) =0 per ogni x € V

Problema 2.  Siap >2.  Provare che ||.|, ¢ uniformemente convessa:

”f+g

Sl <1-

Ve>0, 36>0: |flllgll <1 Nf=gllp=e =
Suggerimento: usare la disequaglianza di Hanner

Problema 3.  Sia p > 2. Provare che

fo=n fo Wl = Fl = (o= fll, =0

Suggerimento: usare la uniforme convessitd della norma

Esercizio 1.  Dare un esempio di LP non separabile.

Esercizio 2. Sia f, =, fin L, p > 1.

(i) Provare con un esempio che f,, puo non convergere in alcun punto, puo non
convergere in misura. Puo accadere che f, non abbia alcuna sottosuccessione con-
vergente q.0.7

(ii)Provare che se f,,(z) — g(x) q.o. allora g = f q.o0.

(iii) Provare che se [ |f.|? — [ |f]? allora f,, ha almeno una sottosuccesione con-
vergente q.o. ad f.
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Esercizio 3  Sia f,, — f quasi ovunque. Provare che
uw(E) <+oco = fuxg — fxg in misura

Esercizio 4  Sia f,, € L? limitata: sup,, ||f.||, < +00 . Provare che
fn — f q.0., oppure in misura, = f, converge a f debolmente.
Suggerimento Fissata ¢ € L' N L7 | usare la diseguaglianza
U= Dol < Whally + A 161546 [ o
Esercizio 5  Siano f,, € LP. Provare che
(i)f, — f in misura, f, — f in misura = f = f q.o.
(i) f, — f in misura, f, — f q.0. = f = f q.0.
(iii) f, — f in misura, f, — f in LP,= f = f q.o.
(iv)fn — f q.0., fo — fin LP,= f = f q.o.
(v)f. — f debolmente f,, — f debolmente = f = f q.o.
(vi) fo — f debolmente f,, — f in misura = f = f q.o.

(vii) f, — f debolmente f, — f q.0. = f = f q.o.

Esercizio 6 Sia f € L? . Provare che

(1) p{z e R™:|f|P 2 1)) <

(ii) ?Pu({r € R™ : |f(z)] > t}) — 0 al tendere di ¢ a 0 e a +oc.

Provare con un esempio che tale condizione non garantisce I'appartenenza di f
ad LP.

(iii) Sia p(X) < +oo. Siano f, € LP,p > 1, tale che sup, ||full, < +0o0, €
fn — f,q.0.. Provare che f,, — fin LY Vq < p.
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CENNI DI SOLUZIONI

Problema 1. Sia D denso in LP. Sia g € L9.  Allora
f=lg|"?9gel? = 3f,€D: f,— f qo.f, equidominatain LP

= g = |fulP 2 = |fIP2f =9 equidominatain  L?
= {|fI""°f: fe€D} ¢édensoinL?
Sia E' separabile, {2/, : n € N} denso in E’. Sia

1
z, € E: 2ol =1, ) (x,) > iH:U;LH Allora

1
¥(z,) =0 YneN = 5”3:%“ <zl (x,)=2a (x,) — 2 (x,) < |2}, —2'|| VneN

= ||| < |2 =2+ ||z)] <3| — 2| VneN = 2'=0

n

Cié comporta che V', chiusura di < x, >, é densa (altrimenti esisterebbe 2’ € E’,
non nullo che si annulla su V) e quindi anche 'insieme delle combinazioni lineari
degli z,, e a coefficenti razionali (che é un insieme numerabile) é denso in F.

Un esempio é dato da [', che é separabile (le combinazioni lineari dei vettori
eii € N, e;(j) = d;; sono dense in [') mentre il suo duale, che é [*°, non é sepa-
rabile: l'insieme {x;; = e; +e; : 4,5 € N} é non numerabile e 4,5 # I,m =
|ij — T1mlloo = sup,, |zi;(n) — z1m(n)| =1 e quindi esiste una famiglia non numer-
abile di palle disgiunte; un insieme denso, dovendo intersecare ogni palla, é dunque
necessariamente non numerabile.

Problema 2.  Da Hanner (scriveremo |||, = ||.|]):
f+yg
Ifl=1lgll=1 = 22| f+gl"+[If —gll” = [77I"<1-e€
se H%Hp > e Ora, supponiamo esistano f,, g, con

fn_gn fn+gn

1fall lgnll <12 ] |26 e | | —1
2 2

Intanto || ful, lgall = 1, perché [|fu]l + llgnll <7 <2 = [[Lf] <z <1,

fn
[1fll
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=0

Dunque ”fn - H — 0, Hgn -



Jn

ovvero f, = A + 2Zn, 2n— 0, g, = ” H + w,, w, — 0. Ora,
fr 17 T Tou] J
| I = I fa=gn+wn—2)[l > 20=[llwn]|[+]2al] = [LLIA2eby>0-2
1l ||gn|| 2 2
fn gn
Jn _.I_ _Jn
mentre dovrebbe essere lim ||wn = lim | Jn ;— In |=1
Problema 3.  Facilmente,
Jn f S
— | lp—=0 = |fa—=fllp—0
1full LA HhH T g
Possiamo quindi supporre, (f # 0 e) dividendo per || f.||,  [|fall = ||l = 1.
Quindi fn—f = J 5 LN = hmmef fH > =1
Dall’uniforme convessita segue allora che || f, — f||, — 0.
Esercizio 1 . Sia X insieme non numerabile, dotato della misura che conta .

Gli elementi di LP(X, p) dati da  f = xys3,# € X hanno la proprietd

r#y = X — Xl =2

Dunque esiste in LP(X, ) un insieme non numerabile di palle disgiunte e quindi
ogni insieme denso in LP(X, i), dovendo intersecare ognuna di queste palle, é nec-
essariamente non numerabile.

Esercizio 3 fn — [ quasi ovunque implica

= il € B limsup |, @)= (@) > 0}) = p(UNUiza{e € B £ (0)=f@)] > )

> 1 Ui {2 € B < [ful) — f(2)] > ;}>

e quindi, dato che p(FE) < 400, otteniamo

(e € E - |fulz) — f(2)] > ;} < 1(Uisn{ € B < |fule) — f(2)] > ;}>

o (O Upsn {2 € B+ [fulz) — F(2)] > j}) ~0
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Esercizio 4  Sia g € L' N L% Se f, — f in misura, allora

hmsup/ Yal < (Ifallp + IIf hmsup/ g +5/g
| < Ul I s [ g [

§5/|g| Vo > 0

Basta ora osservare che L1 ﬂ L7 é denso in LA. Infatti, se 0 < g € L9, é
g = limy ZJ 1 ij con Z] 15 € L4 e quindi anche in L'. Poi, scrivi g = g™ — ¢~

Se  f, — f quasi ovunque, e g¢g= Z;V 1 ij € L9 equindi p(E;) <

+oo Vj e quindi f, — f  in misura su ogni £,  come sopra si ha che
timsup, | [(f, — f) g| = 0.

Esercizio 5
(i) fn— finmisura = 3f,, — f q.0. Passando eventualmente di nuovo
ad una sottosuccessione possiamo supporre  f, — f q.o. Dunque f = f q.o.

(ii)  come in (i)
(iii) segue da (i), perché f, — fin LP = f, — f in misura
(iv)  segue dal fatto che f, — fin LP = 3f, — f q.o.

V) Jfg—=Jfg, [fg—Jfg Ygelt = [(f-flg=0 Vge
L1 = f—f=0q.o.

(vi)-(vii)  f, — f debolmente = f, limitata, fatto che, insieme a f, — f
in misura oppure q.o. implica f,, — f debolmente, e quindi f = f q.o. per (v)

Esercizio 6 [ /P = (/@) = 1) ¢ [fPell =

n({If(@)] = t}) =tetoo n({[f(z)| = 400}) =0 = e S —tete0 O

Esercizio 7 w(X) < 400,  fo— f,qo0. = f, — fin misura =
W({ - |falz) — F(2)] > €} — 0. Dunque

tim sup [ |f, — f17 < limsup o= f17 4 p(X) <
n n {z:] frn(z)—f(z)|>€}

q

B U{x.m(m)_ﬂm)zﬁ} o f!”] il | fa@)=f @)] = )5+ p(X) = +elu(X)

n
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