AMD5 2008: Tracce delle lezioni- 7

MISURA PRODOTTO E TEOREMA DI FUBINI
Siano p, v misure su X,Y, ¥, ¥, le classi dei misurabili. Per ogni S C X xY ¢

(1 x v)(S) :=inf{> wA)v(B;): SCU;R;, Rj:= A; x Bj €%, x%,}
J

1 pemRrEm) = [0(R7) x L7(R™)
Proposizione 1. p x v é misura (esterna) su X x Y.

Dato S in X x Y, le sezioni di S sono
Vo e X, Sy :={y: (z,y) € S}, VyeyY SYi={x: (z,y) € S}
E o (U8 = Ui(S))s, (M3S5)z = N;(S;)e-

Indicato R = Ax B € X, x ¥, un rettangolo misurabile, valgono le
basilari relazioni

v(Ry) = v(B)xa, uAW(B) = [ v(R.)dy

Proposizione 2.
(i) (uxv)(AxB) = u(Aw(B), VR=AxBeS, x5,

(i) RiNRy=0= (uxv)(RiURy) = (uxv)(Ry) + (uxv)(Ry)
(i) %, x5, C S

Prova. (1) R C UjRj, Rj = Aj XBj € E#XEV = V(Rx) < Zj I/((R])x) =
WAWB) < S,u(AnBy) = alAw(B) < (nx v)(R) < p(Aw(B).

(ii) Se Ry URy, CUR;, R;=A; x B; €%, x5, allora v((Ry),) + v((Ry).) =

v((R1U Ra)o) < D v((Ry)e) = (jx v)(Ra) + (X w)(Re) < 37 pul(Aj)v(B)

= (X v)(Ry) + (p x v)(Rg) < (p X v)(Ry U Ry)
(ili) Intanto (uxv)(R) = (pxv)(RNQ) + (pxv)(R\Q) VR,Q € ¥, x %,

in virta di (ii), perché R\ @ é unione di (due) rettangoli disgiunti misurabili.
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Quindi, se T C X xY, T C U;R;, Rj = A; x B, €%, x%, 6
(0 x )T\ R) + (0 x v)(TAR) < (ux V)(Uy(R; \ R) + (ux 1)(U;(R; N R)) <

)
< Yl x RAR) + (ux )Ry R -
—Z/MV ZM

e quindi, passando all'inf  (ux v)(T'\ R) + (uxv)(TNR) < (uxv)(T).

Nota. Abbiamo provato il "Teorema di Fubini’ per i rettangoli (infatti per
funzioni caratteristiche di rettangoli): se R = A x B, allora

(1 x V)(R) = (A (B) = [ v(Ro)dp = [ p(RY)dv

Ci6 vale anche per un plurirettangolo P = U;R; se I?; sono rettangoli disgiunti:
v(P,) = X;v(Bj)xa, ¢ misurabile e, da >>;(u x y)( i) = 2, [W((Rj)e)] dp, segue

() (uxv)(P) = [w(P)dp = [ u(P*)dv

Ora, ogni plurirettangolo P = U;R;, R; = A; x B; € ¥, X ¥, si pud scrivere come
unione di rettangoli disgiunti (se Ry = Ry, Rpi1 = Rus1 \U" R, é UjR; = Uj}?j
e R; si pud a sua volta scrivere come unione disgiunta di rettangoli misurabili!).
Quindi v(P,) é misurabile e (%) vale per ogni plurirettangolo P.

Lemma: Fubini per intersezioni di plurirettangoli.
Siano P; plurirettangoli, S = N;P;. Sia (1 x v)(P;) < oo. Allora
(i) x = v(Sz), y — p(SY) sono misurabili

(i) (uxv)(S) = [x v(Se)du = [y p(SY) dv

Prova. Se P = U, R;, P= U]Rj allora PN P = Ui R N ]:2 ¢ plurirettangolo, e
quindi, sostituendo eventualmente P, con N7_, P;, possiamo supporre P, 11 C B, Vn.
Quindi , da (uxv)(P;) < oo segue (uxu)(S) = hm](,uXV)(P) = lim; [y v((P;).)dp.
Siccome [y v((P1)z)dp = (u x v)(P1) < oo, é v((P1):) < oo q.o0.x, e quindi
v((P})z) — v((N;(P})s) = v(S;) per quasi ogni e quindi # — v(S,) é misurabile.
Infine, lim; [y ((P]) Ydp = [y lim; v((P;),)dp (convergenza dominatal)



Proposizione 3 (Regolarita della misura prodotto). Per ogni 7' C X x Y
esistono P; plurirettangoli misurabili tali che: T C S := M; P, (uxv)(T) = (uxv)(S)

Se infatti (u x v)(T) < oo, Vi,3R;; € ¥, x X, : T C U;R;; Vi, tali che
(ux v)(T)+ 5 > x v)(Rij) > (e x v)(U;Rij) > (u x v)(M; Uy Ryj).

Teorema di Fubini I.  Sia S € X,,,, S CU;S;, (Lxv)(S;) < oo Vj. Allora

(i) S, € X, pu—gqo.x, Ste¥, v—qo.y
(i) x — v(Sy), y — u(SY)  sono misurabili
(iii) (kxv)(S) = ){V(Sgc) dp = )[M(Sy) dv

L: (uxv)(S)=0 = 0= (uxv)(S) =
v(S:) qo.x = x — v(S;) émisurabile e (ux v)(S) = 0 = [v(S,) du.

2: (uxv)(S) <o = (uxv)(S\S)=0 = v((S\5),) =0 per
quasiogniz = S, =5, \(S\S). €X, qox e v(S)=wv(S)qozx
¢ misurabile e (u x v)(S) = (uxv)(S) = [v(S:)du = [ v(S:) dpu.

3. Sostituendo S,, con U;’ZISj possiamo supporre S, C S,i1 e sostituendo
S, con S, NS possiamo supporre che S = U,S,. Ora, (p xv)(S;) <
oo = S, =U(S).€X, qoux, v(S;) = lim; v((5;),) ¢ misurabile
e [ u(S) = limy [2(S))e) di = liang( x 1)(S;) = (1 x V)(S).

NOTA. L’ipotesi di (@ x v) o— finitezza su S é essenziale (vedi Esercizio 1).
Teorema di Fubini II.  Sia [y, |[f|d(pxv) < oo . Allora

(i) * — f(z,y), y— f(x,y) sono sommabili per quasi ogni x, (risp. per quasi
ogni y)

(i) y— [y flz,y)du, = — [y f(z,y)dv sono sommabili e

L t@pdmar = [ ([ f@yyande = [ fdgxo)



Dimostrazione. — Sia S € Xy, (£ xv)(S) <oo. Da x4 (z,y) = x5, (%)
e dal Teorema di Fubini I segue

[, X dixy) = ux o)) = [vS)du = [

Sia quindi 0 < f = 37, %ng, S; € Xuxy - Allora

1 .
00 > X><Yf = Z;(ux v)(S;) = (uxv)(S;) < oo V) =
J
(S;): €2, Yy, p—gqo.x, r — V((Sj)x) sono misurabili e quindi

dp =

Analogamente,

Per concludere:
_ + = - _ - _
[ fauxv) = [ =5 = [ (| rravdp = [ ([ favan = [ ([ fav)a
NOTA. Lpotesi [y.y |f| < oo é essenziale (vedi Esercizio 1).

Teorema di Fubini-Tonelli. Sia © x v ¢ finita, f u X v misurabile. Allora

/ /]f]du dp < o0 :>/ |fld(pxv) < oo

e quindi valgono le conclusioni del Teorema di Fubibi II.

Basta osservare che I'ipotesi di o finitezza assicura che, se |f| = 3, %XS]., agli
S; ¢ applicabile il Teorema di Fubini I. La dimostrazione continua come per Fubini II.

NOTA L’ipotesi di ¢ finitezza é essenziale (vedi Esercizio 1).



INTEGRAZIONE IN R"

Nel seguito, con LY indicheremo di regola la misura di Lebesgue in R".
Ricordiamo che la misura di Lebesgue in RY ha le seguenti fon-

damentali proprietd (che in effetti la caratterizzano):

é misura boreliana regolare, invariante per traslazione
¢é finita sui compatti e positiva sugli aperti

Siccome LY (R) = vol(R) per ogni rettangolo R,
¢é invariante per riflessione e positivamente omogenea di grado N

Inoltre valgono le proprieta di approssimazione
LN(A) =inf{LN(O): AcCO,O0 aperto} VA C RV
LN(E) =sup{LY(K): K C E,K compatto} VE C RY Lebesgue misurabile

Dall’invarianza per traslazione segue I’
invarianza per traslazione dell’integrale
se  7uf(x):=f(x—h), xzheRY, allora
7,f é misurabile < f é misurabile e / (T f)dLYN = / fary
RN RN

Dalla N-omogeneitéd e dall’invarianza per riflessione seguono le regole di trasfor-
mazione

/f(ta:)dLN:t’N/f(:c)dLN Vit > 0, /f(—a:)dLN: /f(x)dLN
RN RN RV RN

Le regole di trasformazione sopra indicate non sono che casi particolari della gen-
erale formula di cambio di variabile, ben nota nell’integrale di Riemann che coincide
infatti , sulle funzioni continue a supporto compatto, con l'integrale di Lebesgue.



TEOREMI DI DENSITA
(approsimazione in media).

Approssimazione mediante funzioni semplici. Sia p misura su X,p > 1.
Allora

per ogni f € LP esistono funzioni semplici ¢; tali che [ |f — ¢;[P —; 0.

Infatti,se 0 < f = lim; p;, p; < f funzionisemplici, é 0 < [(f—¢;)? —; 0
(convergenza dominata). Basta poi scrivere f = f* — f~.

Approssimazione di funzioni sommabili in R” mediante funzioni C;(RY).

Approssimazione di funzioni caratteristiche. Sia £ ¢ R" Lebesgue mis-
urabile, p>1. Se L"(E) < oo, allora

Ve >0, o € Co(RN): Jrry o — xelP < e

Basta ricordare che esistono K, compatto, O, aperto, taliche K.C FE C
O. e LNONK,) < e

Sia § > 0 tale che d(z,K.) <§ = =z € O.. Basta allora porre
v(z) =v(d(z,K.)) ove ~yeCR) convy(0)=1e~(t)=0set>34.

3. Corollario . Se [gn |f|P < o0, esistono f; € Cj tali che [gn |f — f;|P —; 0.

Segue subito da 1 e 2.

4. Corollario . [gn |[f| < 00 = [gn|f(x+h) — f(2)[P dx —p—0 O.

Ovvio se f € Cj (convergenza dominata). Poi,

fieG®Y),  [If =g =0 =

Timp—ol [ 1z + 1) = f@))F <
< Bmppol( [ 1) = fi(a+) )+ [ fy(atn) = f @)+ @)= f@))F <
< 2 [ 1fi(@) = f@)1)5



PRODOTTO DI CONVOLUZIONE.

Siano f,g € Co(RN). E allora definita

(f9)@):= [ J@=v) glw)dy, @eRY

RN

f * g si chiama prodotto di convoluzione di f e g. Valgono le seguenti proprieta:
(i) fxg =gxf
(i) f* g € Co(RY) con supp (f * g) C supp f +supp g
(i) [ 1 +al < [ 171 [ 1ol

La (i) si ottiene effettuando il cambio di variabile z = x — y.
La (ii) segue da: x ¢ supp f +suppg, y € suppg = = —y ¢ supp f; la continuitd
di f * g segue dai teroremi di passaggio al limite sotto segno di integrale.
La (iii) segue da Fubini-Tonelli : [ |(f * g)(z)|dz <
RN

/ (R/ If(m—y)g(y)dy) do = [ (i/ f(x—y)g(y)drc> dy=[1f [ o]

RN RN

Il prodotto di convoluzione si estende a funzioni f,g € L'(R™). Osserviamo in
primo luogo che f(z —y) ¢ misurabile in RY x RY. Infatti, se f; € Co(R")
sono tali che f; — f in LY(R") e f;(z) — f(z) Va ¢ N ove N é un insieme di
misura nulla, allora f;(z —y) — f(x —y) V(z,y) € p *(N) ove p(x,y) :==x —y e
p 1(N) é di misura nullain RY x RY  perché, se N C B con B boreliano in RY
di misura nulla, allora p~*(B) é boreliano in RY x R ed ha, per Fubini, misura
nulla, perché [p~1(B)], = y+ B. Anche in questo caso pid generale si ottengono,
come sopra, le proprietd (i) e (iii). Piu in generale, se p > 1, si ha

fell, gerlr = |If=gll, <llflllgl,

Infatti, se p > 1 e % + % =1,siha:  [Jgr (g~ [f(z —v)g(y)|dy))’ dx]% =

[/RN (/RN F@=y)lP |- y>|5\g<y>|dy)”dxf <

1

o Ut otorpan) ([ st ian) o] "< psitratin



AMS5 2008: Esercizi e problemi-7

MISURA PRODOTTO E TEOREMA DI FUBINI

Esercizio 1.  Siano X =Y = [0, 1]

Siano p la misura di Lebesgue e v la misura che conta.  Sia D = {(z,z): = €

[0, 1]}
Provare che D é p x v-misurabile e calcolare  (u x v)(D).

Provare che v(D,) é u-misurabile, che (DY) é v-misurabile.

E Jxv(Dg)dp = [y p(D¥)dv ?

Esercizio 2.  Siano X =Y = [0, 1] muniti della misura di Lebesgue . Siano
1 11 1 1 11 1 1
Ly=0,=-=|z=+~],... i =z+..+—, =+ ...+ —+ — N
0 [0,2], 1 [2,2+4], n [2+ tomgt +2n+2n+1], n e
Rj:[jfl X[jfl, Rj:[jXijla jEN

F =302 xa, — 2,
n=1

Mostrare che  [3 (Jy f(z,y)dz)dy, J3 (Y f(z,y)dy)dr  esistono entrambi
ma sono diversi.

Perché non si applica in questo caso il Teorema Fubini-Tonelli?

Esercizio 3 Provare che L™ = " x L™



INTEGRAZIONE IN RY, CONVOLUZIONE

Problema 1.  Sia p, misura in R" definita sulla classe dei Boreliani; p si dice
Borel regolare se per ogni Boreliano B risulta

(i) u(B) = inf{u(0) : B C O,0 aperto}
(ii) u(B) = sup{p(K) : K C B, K compatto}

Provare che, se u é Borel regolare, finita sui compatti e positiva sugli aperti, ed
¢ invariante per traslazione, allora é un multiplo della misura di Lebesgue.

Problema 2 . Data f Lebesgue misurabile in R", ¢ > 0, sia fiy(x) = f(tz).
Provare che

(i)f; & misurabile, feLP = fie LP e ||fill, =t 7 ||fl],

Problema 3. Siano f, g sommabili in R". Stabilire se é vero che

f,g pari/dispari = f*g é pari, f pari, g dispari = f x g é dispari
Problema 4. Sia A C RY. Provare che

(i) B € RY boreliano di misura nulla = {(z,y) : = —y € B} ha misura nulla
in RY x RY

Suggerimento. Usare Fubini..
(i) A € RY di misura nulla = {(z,y) : *—y € A} ha misura nulla in R¥ x RY

(iv) A Lebesgue misurabile in RY = {(z,y) : v —y € A} é Lebesgue misurabile
in RV x RY

Suggerimento. Considerare B boreliano in RN tale che A C B, LN(A) = LY (B)..



Problema 5 Sia f : RY — R Lebesgue misurabile. Provare che (x,y) :—
f(x —y) é Lebesgue misurabile in RY x RY

Suggerimento. Scrivere, per f > 0, f(x) = X, %XAj,f(:v —y) = ... ed usare
Uesercizio precedente (nota che xa( —Y) = X{(zy): z—yeA})-

Problema 6. Sia f sommabile in R". Provare che

frxe=0 VoeCf = f=0q.o.
Problema 7. Provare che

feLY(RY), J|g(z)]<c = gxf ¢ében definita e continua

Mostrare, utilizzando le funzioni f=9g= x_gx[m], che l'ipotesi di limitatezza
su g é essenziale.

Problema 8. Provare che

fr9e L'RY), Jg@)|<e = (9% @) —afosoo 0

Mostrare che l'ipotesi di limitatezza su g é essenziale.

Esercizio 1.  Siano f(z) = ﬁx[_u], g(x) =3, nax[n,nJr%]. Stabilire se ,
per 0 > a-+ 1, fxg é limitata

Esercizio 2. Sia f sommabile in R" | r > 0. Provare che

T — f(y)dy
By (z)

é continua e dotata di massimo su tutto RY. Provare infine che

r— max/ f(y)dy
B, (z)

RN

¢ continua.

Esercizio 3. Sia f(x) = ,/m, x € R. Provare che

(i) f € L? se e solo se p =2

(ii) f* x[-1,1) € L se e solo se p > 2.
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AMD5: Esercizi e problemi- 8
CENNI DI SOLUZIONE
Esercizio 1. D =n, UL, =4 L] x [=4 L] Dunque D ¢ misurabile nel

prodotto.
Poi, v(Dy) =1, w(D¥) =0, [yv(De)dp=1%#0= [y pu(D¥)dv.

Esercizio 2. yel,, =
1 92n—1  92n 11
| ey === =0 = [ ([ f@ydrdy =0
1 1
mentre 0§x§§ = /0 (/0 flzy)dy =1

1 1 1 1 1
§<x§1 :>/ flz,y)dy=-2"4+2"=0 = / (/ f(x,y)dy)da:zi
0 0 Jo

Esercizio 3 Basta considerare il caso n = m = 1.

Basta provare che L? < L' x L'. Sia A C R? tale che (L' x L')(A) < +o0 e sia
quindi A C U;A;x B; C RxR Lebesgue misurabili tali che 3°; L'(A;) L (B;) < 4.
Siano quindi A; C U;1;;, B; C UgJg, con

> UTiy) < LUA) + ez, Y U(Jky) < LY(B;) + eby
i k
per cui AC Uikj[ij X ka e quindi

LHA) < Y 1(Iy) 1(Jky) < Z(Ll(Aj) +ea;) (L'(Bj) + ebj) =

=D ILY(A)) (LN(B))] + € _[L(Aj)b; + L' (Bj)as] + € 3 azb;
Prendendo a; = L'(A;), b; = L'(B;) troviamo
L*(A) < (1+€)* Y [L(A;) (L(B;)]

J

e quindi L*(A) < (1 +€)*(L* x LY)(A).
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INTEGRAZIONE IN RY, CONVOLUZIONE

Problema 1 . Sia h € C°(RY) tale che [hdL" =

Per ogni f € C5°(RY) risulta, usando Fubini applicato alla misura prodotto
v x LN e l'invarianza per traslazione:

[ fa =
J ([ Fdhiz)ary = / ( / f(@+ yyduh(@)al” = [([ 1@+ y)h(@)dl)du =
//f AL ydp = [ ([ bz = y)dp) f()dL™ =

:c/deN

ove ¢ = [ hdu. Dalle proprieta (i)-(ii) segue, come nel caso della misura di
Lebesgue, che C°(RY) é denso in L*(p), e quindi

/ dy = ¢ / dLY VE boreliano
E E

Problema 3. Se f, g sono entrambe pari o entrambe dispari, risulta

(f*9)(— /f —r—Y)g dy—/fxw dy—/fw z)g(2)dz = (f*g)(x)

Allo stesso modo si vede che, se f, g sono 'una pari e I'altra dispari, allora f * g é
dispari.

Problema 4. Sia B C RY boreliano, p: (z,y) —» 2 —y. Siccome p
é continua,  p~!(B) é boreliano:

A :={A C R" : p7'(A) é boreliano } contiene i boreliani, perché (come si vede
subito) A é o - algebra e contiene i chiusi (p é continual).
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(i)  Si pué quindi applicare Fubini all'insieme misurabile  p~*(B):
p'B).=s-B = Lp'(B).) =0 vz =
(LY % L) (p / LN¥(z — B)LY(z) = 0

(ii) Se AcC B,LY(B)=0,B boreliano, da  p~1(A) C p~1(B) ed (i) segue
che  p~'(A) ha misura nulla

(iii)  Sia A di misura finita, A C B boreliano con LY (A) = L™(B) e quindi
B\ A ha misura nulla.  Da

p i (A) =p ' (B\(B\A)=p (B)\p (B\4)

segue che  p~!'(A) é misurabile,  perché, per (i), p~'(B\ A) ha misura nulla e
p~Y(B) é (addirittura) boreliano.

Problema 6. In particolare,

/ F)g(—y)dy =0 Vge O
Ora, se E é misurabile di misura finita, per ogni € > 0 esistono K, C E C O,
(rispettivamente compatto ed aperto) con LY(O,) —e < LY(F) < LN(K,) + e.
Quindi
3 0, €CF, 0<p,<1: ¢,—nxe ¢o. equindi |¢,—xgl —n0
e quindi / fxe=0 VE  misurabile.  Concludiamo che f =0
Problema 7.  [|f(z —v)g9(y)|dy <c[|f| Vzequindi f g é definita Vz e
(Fg)(@+h)=(fxa)(@)| < ¢ [ 1f@@+h—y)=f(@=y)ldy = [ 1F(z+R)~F(2)|dz =0 0

Infine, siano f=9g= x_%X[O,l] c L'(R)

E  fxgel' (fxg)(x)=0sex<Ooppurez>2 mentre 0<z<l =

(f*g)(x) = /01 @1X[0,1](I—y)y1§dy:/ox<1 iQdy>

wiN

—y) T—y): oyl
z 11 ., 11
— 5 dy = 5 —5Y%0 = 31 ~e—or +00
0 x3 Y3 3x3 3;33



Problema 8. Fissati k>0, z € R”Y, eposto A(k):={z: |f(z)| >k},
Alk,z) ={y: |f(xr—y)| >k} =2— A(k), risulta, per ogni R >0

J1f@=gwldy <l [ 1F@=y)lay+lglle [ 1fa=y)ldy+k [ lgw)ldy

ly|<R A(k,x) ly|>R

Siccome [ |f(y)|dy > AL(fk) |f(2)|dz > kLN (A(k)) = LY(A(k)) —=r—100 0, si ha

(%) / |f(x —y)|dy = / |f(2)|dz =00 O Dunque,
A(k,z) A(k)
Ve>0, 3k Rt lglle [ Ifle-wldy<e ko[ lg<e
A(ke,z) ‘yl_ €
e quindi limsup [ |f(z —y) g(y)|dy < | g]loc lim sup / |f(z—y)ldy + 2¢
jal oo fol—oo,
yI<Re
—llglleTimsup [ [£(=)|dz + 2¢ =2

|| =00 Br(2)

Controesempio: lo stesso del Problema 8.

Esercizio1. E fg=>. Z—; <400 se [—a>1. Poi,

(fxg)(x Zn/ fydt e 2a>pB>a+1 =

1
nh

(F o)k + ) =k [7 f(0t = Ll = ek, oo

Esercizio 2. Se [ Bo(x) ] (y)dy =0 Vz allora il massimo é zero ed é realizzato
in ogni punto. Se no,  sup, [, f(y)dy >0. Ma

1) = [ Ty = [ F0) X5,y = [ F@)xs. (2 = y)dy = (7 * x5,)(x)
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¢ continua in = (Problema 8) e va a zero all’infinito (Problema 9). Per il teorema di
Weierstrass, I é dotata di massimo, diciamo

sw [ fldy= [ fydy

x B, (x) Br(xr)

Poi, per I'assoluta continuitd dell’integrale

Ve 3 r—pl<ic = [ fwdy— [ fwd<e Ve =

Br(z)
o Sy =[Sy <
| twdy= |

Byr(zr) B, (xr

S+ [ Sy = [ Fo)d] < 2

Esercizio 3.

+00 +o00o dr
Plx) de = / B -~ = 400
ZO e ]2 (1 + log? |2])®

se  p#2, perché se p <2  fP va a zero per x che va all’infinito , pit
lentamente di ﬁ mentre se  p > 2 va all’infinito , per x che va a zero, pit

rapidamente di ﬁ

Infine,
1
< ——s—
|| log” |z
che ¢ integrabile in zero e all’infinito perché 4 loéx = — xlo{é%.
+1
’ dt

Poi (* X)) :x/l I (L+ Tog? 1)

é una funzione continua, di potenza p-esima sommabile sse p > 2 perché

9 o dt 2

< <
Ve +1) (1log(e+ 1) L0 It (L +1og?[t]) — /(e — 1) (1 +log?(e — 1))
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AMD5 2008: Tracce delle lezioni- 8

DISEGUAGLIANZA DI YOUNG

Siano p>1, qr>1, 117 + é + =2 Allora
[ 5@ (g m@dal =] [ (@) gla—y) h(y) dedyl < 7], lgly 1)
VfeLP(R"), ge€LiR"), helL"(R"). In particolare, se % = é + % —1
allora ge L'R"), helL'R") = |g«hls <lglqlnl:
Prova. Se p'.q¢',r"  sono gli esponenti coniugati, allora
o111 111 1] L
P q r!’ q P r!’ ro q p/’ ¢ -
Dalla diseguaglianza di Holder generalizzata e quindi Fubini
—y)h(y)dzdy| <
| o g (@)9(@ = y)(y)dady| <
< [ @I X 1@ <o —)lF x Lot —)I x [T x 1h(o)| drdy <

< ([ @ty s ([ p@pb)rdedy)”

([ Ihw)llgte - pldedy)” =
716 gl 120 1 107 gl = 150 Nl el

NOTA. La condizione Ilo + % + % =2 é necessaria, in quanto la diseguaglianza

deve essere invariante rispetto al cambio di scala o’ = tx,y’ = ty: il prlmo membro

cambia per un fattore t 2", mentre il secondo cambia per un fattore ¢~ Mtate),

Il caso limite: % + % =1 Siano ¢q,r >1, + % =1. Allora

1
q

ge LYR"), hel'(R") = hxgeCR") e sup|h*g|(r) 2Rt 0
|z|>R

16



Intanto, [ [g(z —y)| |h(y)ldy < llglly [|P]l, Ve Siano poi g, he € C5°(R")
tali che  ||g — gellq + ||he — |l <e.  Da Holder

(g % h)(@) = (ge * he) ()] < [[(g = ge) * hl(2)] + |lge * (h — he)](z)] <
< llg = gellg [[2llr + 1A = hellr [lgelly < 2€(llglly + 1A1]-)

Dunque ¢, * he —«_0 g * h, uniformemente e siccome ¢, * h, é chiaramente
Cg°, allora g=*h é continua. Infine, che g*h vada uniformemente a zero all’infinito
segue di nuovo dal fatto che g*h é limite uniforme di funzioni a supporto compatto.

Effetto regolarizzante della convoluzione.  Sia [z.|f| < oo.  Allora

() g € CF(RY) = f xg € OX(RY), L(feg) = [+

(ii) supp(f * g) Csupp f+ supp g (supp [ := chiusuradi {z: f(z) # 0})

Basta mostrare, usando Lebesgue, che é lecita la derivazione sotto segno di inte-
grale.

Nuclei regolarizzanti. Sia 0 < ¢ sommabile in R" tale che [g.p = 1. Sia
@c(x) = e "p(£). Allora

[leex =1 =00 ¥fe @Y
Segue da fp. [ex f— fIP(@) dz = [ | [[f(x) = f(x— )] (0 )7 (pc(y))s dylP do

/</|f [z —y)Pecy dy) (/m |dy> dr —

/( /]f — flz— ez)\pdx> dz —¢.0 0 (convergenza dominata)

Approssimazione mediante convoluzione. Siccome f x ¢, € C*®(R"),
abbiamo ottenuto che

ogni f sommabile é limite in media di funzioni C'*
In effetti ogni f sommabile é limite in media di funzioni C§°

Basta infatti prendere  f xp, * e

[15xe, 00— 11 < [1Fxe, = Hred + [If e = fl=0
perché  [|f — fxBl| x|>1 |f| = 0 al tendere di € a zero.

17



COMPATTEZZA IN L’(RY): IL TEOREMA DI
FRECHET- KOLMOGOROV

Sia p > 1. Non ¢é in generale vero che una successione limitata in LP(RY)
ammette sottosuccessioni convergenti in L”. Cioé, non é vero in generale che

fo € LP(RM), sup|/fullr < +o0 =  3f,, convergente in LP

Ad esempio, se  f € C(RY) e fulz) = fu(z + hy), \hy| — +00,

allora fo(@) —, 0 Vx € R¥ ma f, non ha estratte convergenti

(necessariamente a zero) in LP perché  |[full, = £, Analogamente ,
N

fo(z) :== €& f(enx), €, —, 0  ha norma LP costante e quindi non ha estratte

convergenti a f =0  che é il limite puntuale delle f,,.

Al fine di individuare delle condizioni che assicurino la compattezza di f,, in L?,
cominciamo con 1’osservare che

/|fn—f|p—>n0 = Sgp/|fn|p<+oo e

sup [ [l + 1) = fue)Pd =y 0 up [l e 0

La validita di tali proprieta per ciascuna f, é ben nota: il fatto che tali proprieta
valgano uniformemente in n é facile conseguenza della convergenza LP delle f,,. E
sotto tali condizioni che una data f, ha una estratta convergente in L.

Teorema (Frechet-Kolmogorov) . Sia Q c RY  aperto. Siano f,
misurabili in LP(RY) e tali che

(i) VK CQ compatto 3e(K): sup/ |fnl? < e(K)
"k

(1i) VK C Q compatto sup/ |fu(z4+h) = fu(z)|Pdr —p)—0 0

"k
Alloraesistono f ed f,,  taliche [|f,,—f]P =10 V VK CQ compatto

K

Se di piu
(ii1) Ve>0, 3 K.CQ compatto e tale che sup IfulP < €

n O\ K.

allora  f, ha una sottosuccessione convergente in LP(2).

18



Prova. Sia, per semplicita, p = 1.  Nel seguito supporremo, come é lecito,
che  f, =0 fuoridi Q. Il seguente Lemma descrive il ruolo delle ipotesi (i)-(ii).

Lemma . Sia ¢eCP(By), 0<p<1, [p=1 . =ecNp(%). Sia
RN
K C Q compatto, €< dist(K,00). Allora

(i) = de=ce: 8161113|(fn* @) (z)| + Z [sup |5 (e x fu)(@)|| <c Vn
(”) = Sgp/|fn_(906*fn)| _>e—>00
K

Prova del Lemma.

Sia Ke:={z=z+4+y: z€K, |y <e}. Da

c(K):= sup [ |fa] <400 segue
n Ke
(e * fu)(@)] < llpellos / [fu(z = y)l dy < c(K°) [J@el Vre K
ly|<e
0
|ax](90*fn L/ fn(y o, we(r—y)dy < (K9 |2 ]Hoo Ve K

Poi, Sup";{ \fu(z 4+ h) = fol2)| d —=pp—0 0 =
JAr@ = t)@) < [ ([ 1nla=9) = fu@)lda) dy ) da =

/K (/RN [fa(r = €2) = ful@)lp(2) dz) v —

= [ (6 [ 1fala =€) = fu@) dr) dz =0
PROVA di F-K. )

Sia €2, h € N famiglia crescente di sottoinsiemi aperti limitati di €2 tali che

K, = ﬁh C Q, diSt(Kh, 6(2) > Uth =0

1
h )
Proviamo che

1
Sl =ful <5 Wkzh
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Dalla seconda parte del Lemma segue che

1

1
Vh, Jen < o sup [ fa— (s Sl < 7 (oni=wea)
h n Kh h/

Dalla prima parte del Lemma segue che, per ogni €, la successione n — @, *x f,

soddisfa le ipotesi del Teorema di Ascoli-Arzela su ogni compatto K in {2 tale che

dist(K,00Q) > e. Esiste quindi una selezione di indici ~ nj  tale che ¢ * fn;

converge uniformemente (e quindi in media) in K. Possiamo quindi supporre che

Jlerety—prxful <1 Vi
K

Per la stessa ragione, esiste una (ulteriore) selezione di indici ~ (n3) C (nj)  tale
che

Vi, j

1
/|S02* fz = @2x f2| < 3
K>

Iterando, troviamo, al passo h una (ulteriore) selezione di indici (n®) c (0™
tali che

1 .

Ky,

Ma allora, indicata  ny :=n},  troviamo che

(20 o [ utul =
Ky,

3
< [ Uwe = ontfud + [ ot fue = ourfu |+ [ Nontfu = Sl <5
Ky, Ky Ky,
Siccome, fissato K C {2 compatto, K C K}, per h grande, si ha che f,, é di Cauchy
in L'(K) e quindi esiste f misurabile in  tale che [ |f,, — f| —& 0.
K

Per provare la seconda parte del teorema basta osservare che

IK, : /|f|§hminf / ful<e =
J

O\ K. O\Ke

K. T k.

timsup [ 15, = fI < timsup [ 11, = fl+lmswp [ [f,, = /1< 2¢
J a J j
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AMD5: Esercizi e Problemi- 8

Problema 1. Sia0 <¢ sommabilein R® taleche [g.p =1. Sia

pe(z) = (7). Allora

/ |§05 * f - f ’p —e—0 0 vf € Lfoc<Rn)7 VR >0
Br
fely,, & Ju<rlflP <+oo VR>0.
Problema 2. Sia f continuain R", ¢ € (C§°.  Provare che

(i) fxe(x):= [z f(x—y)p(y)dy ¢ definita in tutto R™ ed é una funzione

.

(i) f#*¢e converge uniformemente sui compatti ad f.

Problema 3. Sia f sommabile in R". Provare che

J15@) = Gt [, Fwdy e =0

Problema 4  Sia f € C(RY). Provare che

f(l’) _>|x\—>+oo 0 ~ Elfn € COOO<RN) : sup ’fn(x) - f(l')| 7 n—+00 0

zeRN

Esercizio 1. Sia a€0,1). Sia f(z) = -=x0.1-
Provare che  fxf ¢ continua sse «a < %

Esercizio 2. Sia f sommabile in R". Posto fn = F Xqr@)<n}s

provare che

/Ig|<+00 = /Ifn*g—f*9|—>n0

Esercizio 3. Stabilire se é vero che

feCR"), pely = z— L f(x—y)g(y)dy  ésommabile
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AMD5: Esercizi e Problemi- 8

CENNI DI SOLUZIONE

Problema 2. Sia  supp ¢ C By, lz] < R.  Allora

(e * f)(z /!f Y)lpe(y) dy =
/( /lf — f $—€Z)|dq;) dz <
= sup |f(2) = ()| —e00

z,y€EBRy1, |z—yl<e

per la uniforme continuita di f in Bgry;.

Problema 3. J1f (@) = wim Jpow) f)dylda | <

- vaolB1/ (/|f Y¥)IXB. @) (Y )dy) dr =

T’NUOlBl/(/|f = flz=2)[ xm(= )dZ)dx:
rwvazgl J([15@) = s =€) xe (™ de ) da =
volBl / (XBI /|f — fle —r¢) |d$) d§ =0 0

perché  [|f(z) — f(xr —7&)|dx —,_0 0 e c’ éequidominatezza:

xm, () [ 17(@) = flz = r)lde < 2| fnr x5, (€)
Problema 4.

feCRY), f(@) ==t 0 = f éuniformemente continua su tutto R"

e quindi, esattamente come nel Problema 2 si vede che ora
sup (e * f)(z)] —e0 0
RN

Sia ora  Xp = X|z|<n- E

«(fxn) € CERY) e (o * (fOt — D)) < sup [f(y)| <e se n>n

n Iy‘>n
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e quindi, per n > n,, si ha

[(p2(fxn)) (@)= f(@)] < [(@x(f (=D (@) [+ (prxf) (@)~ f ()| lege Vo € RY

Il viceversa é ovvio:

Su]ylf(x) — fa@) <€, supp f,. CBg, |t|>R. =
R

[f @) <[f(@) = fo (@) + [fa(2)] < €

Esercizio 1. Se a < % allora f€L? equindi f*f écontinua:

(FxDa+h) = (= N@I < [If@+h—y) = fa—ylfwldy <

< sl ([ 15+ h =)= = p)dy)" =00

Per discutere il caso  « > %, calcoliamo esplicitamente f x f.
<0 = xou®)xoul—y) =X0np-10H) =0 = (f*f)(z)=0
x dy 1 = dy

VxSl = U= e e = g e

1 /1 dt N - 1
= — o0 se o> —
x2e=l Jo (1 —t)>te o 2
mentre

0<z<l = (f*f)(x):/ol o a—1

Dunque  f x f é discontinuain x =0 se « > % Questo ¢ in effetti I'unico
punto di discontinuita:

vzl = (f+))=

|
8
R0
O
L
|
B T
~~
—
|
QU
| F
Q
~
Q

che é evidentemente continua.
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AMD5 2008: Tracce delle lezioni- 9

CONVOLUZIONE CON NUCLEI SINGOLARI
e
DISEGUAGLIANZA HARDY-LITTLEWOOD-SOBOLEV

Sia 0 < A< N. Sia

1

W, ZL‘GRN

GA(I) =

G\ non appartiene ad alcun LP(RY). Tuttavia G ha proprietd di sommabilita

. N vol(By)
locale. Ad esempio S ‘;% = . /\1 RN7A,
lz|[<R

in particolare, che se ¢ € C°(RY), allora

(era) = [ W ay = [ Dy,

o [Ty A

Ci6é comporta,

é definita per ogni * € RY ed ¢ infatti una funzione C*°(R"). Ad esempio, se

N 2
Ap(r) == X %, risulta Ap x Gy) = (Ap) * Gy.

La convoluzione con nuclei del tipo G da origine a importanti formule di rapp-
resentazione. Cominciamo con una formula relativa all’equazione di Poisson. Sia

dy Gn_2
s, Ni=
(1+|y2) en

N>3,  ey=N(N—2) /

RN

Proposizione. Per ogni ¢ € C5°(RY) si ha

~A(pxN)=¢ nRY

Tale formula si basa sulla formula di integrazione per parti

-y = — Yue C®,  Yve CRN
s 8:1:] / 895] ue ’ ve e (RY)

che é a sua volta conseguenza del Teorema Fondamentale del Calcolo. Ad esempio,

/6(81‘1 _RN1 (/ 02, )dxg...dezo

RN




Prova della Proposizione. E A(pxGyoo)(z) = [ B8z g

_1jm/Ay[90(m_Ny)]2 y—hm/ T — )Ay%dy
TN (E+yPP) e (

N
. Yoo Y;
_ S NG VA AN R
eli%RN ol y>jz‘1 o, >(62+|y|2)% ]y
bm [ or—g) SNV —2) Y vty
=0 ) Y o @ 1 )P @+t
_N(N - 2)¢ N(N —2)
lim 90< _y) N12 dy = 1li (10( 5) Ni2 d§ =
N (2 +y[?) =" HORé (1+]&2) >
d
— () N(N - 2) :

Corollario.  Sia N > 3. Allora, per ogni ¢ € C°(RY) si ha

@(f):—(Ago)*./\/':_i wd

o S T

Un’altra formula di rappresentazione. Sia p € C°(RY), N > 3. Allora

cp(I):N—Q/ <(V90)(x—y)7y>d

y (%)
N v ly[™
. . 1 52 1 _
Prova . 1) Dal Corollario: ¢(z) = —-3%; | Z£(x — y)W dy =
2 — Yi N -2 Y
y N KN Y
Giustificazione della integrazione per parti: % El 1 sdr =
N J
0 1
lim ! de:—(Q—N)lim/uxiﬂdx— (N-2) /
5_>0RN Oxj (2 4 |x|?) "2 HORN (€2 4 |z]2)2
2) Determinazione diretta :
<(Ve)(z—y), y> o 0 i
/ dy =lim>> [ —fpw—y)] S dy =
BN ly|N =0 3 R Y, (e +|y[*)=



hrnz / iLﬂdy = NlimeZ/ [M] dy =

Ho ayj (€2+ |y|2) e—0 N (€2+ |y|2) 5
, oz —€z)) dz cN

= Nlim / [] dz = Ng(x) / wr = p(x)
=0 L+ P av P N=2

3). Un calcolo alternativo:

ove wy indica I'area della sfera unitaria in RY. Tale calcolo si basa sul Teorema
della divergenza: se §2 é aperto limitato e a frontiera liscia e X € C'(Q, R"), allora

/didey:/<X,u> do
Q

ove v(y) indica la normale esterna ad Q2 in y € 9. Nel nostro caso prenderemo

Y
X(y) =l —y)y
||
per cui
div X (y) = < Vyp(x —y), |y\ > + pdiv —— wF = - < (VSO)(fE—?/)aW >

perché div ﬁ = divV (—W) =A (—W) =0 Vy # 0. Inoltre,
se ¢ = 0 fuori della palla B,, prenderemo 2 := {e¢ < |y| < r}, risultando quindi
v(y) = —1 se ly| = €. Allora

< — —

/ (Vso)(lm|Ny) V> in (Vso)(a:| |Ny) Y g

RN Y ly|>e Y
L p(z _ ple—-y)
— lli% / |y|N 1 do = 11m / do = wnp(z)

ly|=e Iyl
NOTA. Da (%) e (*x) si deduce che wy = 5 = N [ (Ijlﬁ e quindi
RN 1422
vol(By) =5 = [ —dz

NT
RN (1+z2) 2

La Proposizione e la formula (%) indicano che é utile conoscere le proprietd di
sommabilita di (¢ * G). Tali proprieta sono descritte dalla diseguaglianza
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H-L-S

Se A€ (0,N), p,r >1, %—%%—F%:Z, esiste ¢ =c(\, N, p):

hz) () i T
|/RNXRN|x_y|Adfdy| < ¢ |l Ifl,  VfeLPRY), heL(RV)

In particolare, posto % =

allora

+ - — 1, (ovvero s é l'esponente coniugato di r),

1
P )

2>~

Je>0: 1Gx = flls < cllflle vf e LP(RY)

In altre parole, Gy % f é ben definita per ogni funzione L, p > 1e Lf =G\ x f
1

¢ infatti lineare e continuo da L? in L®, ¢ = % + % -1

NOTA La relazione sopra indicata tra i parametri A\, p,r, N é necessaria
perché una siffatta diseguaglianza possa valere, e ci6 per il suo carattere di invarian-
za rispetto ai cambi di scala. La dimostrazione di H-L-S é proposta in Appendice.

Indichiamo di seguito DUE CASI IMPORTANTTI.

N
A:N—2, 5>p>1 = %: Np (:W se p:m) =

1Gx—2* fll 2 = c(N) (Il vf e LP(RY)

_ 1 _ N-
A=N-1, N>p>1 = <=5 =

IGn-1* fllwe < e(N,p) [I£1ly vf e LP(RY)
La diseguaglianza |Gy o * f||_~xo < ¢(N) |Ifll, VS € LP(RY) dice che l'op-

N-—2p
eratore lineare f — f x N che 'risolve’ I'equazione di Poisson con dato f € C§° si

N
estende in modo continuo da LP(RY),p € (1,%) a L~

f* N é, in senso ’debole’ , soluzione dell’equazione —Au = f in RV

Piti precisamente, se ¢, € C5°(RY), ¢, —, f in L? e quindi ¢, * N —, f x N
N
in LT—%, da —A(p, * N) = ¢, segue, integrando per parti,

—/(son*N)A<p=/ onp Vo€ Gy
RN RN

e quindi, passando al limite

—/(f*N)Asoz/fso Vo € Cg°

RN RN
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La diseguaglianza ||Gy_1 * f|| i c(N,p) I fll, Vf e LP(RYN) dd una sem-

plice dimostrazione di una fondamentale dlseguaghanza

LA DISEGUAGLIANZA DI SOBOLEV

N—p
N
vpe(LN),3e=cNp): | [ FF| <e [ [vupr Vu € C*(RY)
N RN
Prova della diseguaglianza di Sobolev. u€ CPRY) =

lu(z)] < ¢ / W dy = c (|[Vu| *Gy_1) (z) Yz e RY =

O lm gl

[ull vo < cl|Graa* [Vull| o < e [[Vull,
N—p N-—p

NOTA. Sobolev vale anche per ogni N > 2 e p = 1. Si pud in effetti dedurre
facilmente dal caso p = 1 che a sua volta segue dalla diseguaglianza elementare

+o0
lu(zy, ..., on)|N < f| (g, an)dt XX f |£3—7jv(x1,x2,...,t)dt|
—00

N &
che implica (f |u(:1c)|N—1dx> <
RN
N—-1

r 1 1 - o, N
L N
N-—1

N—1 +oo
f (f ‘Bazl(t 5172,---,37N)dﬂ> X ... X (f |£jv(a:1,x2,...,t)dt|> dx

RN
~ Sfruttando la speciale forma dell’integrando a secondo membro, si pué provare,
sempicemente iterando Holder, che

' o= oo =11
f (f \8I1(t xg,...,xN)dﬂ) X ... X (f |£jv(m1,x2,...,t)dt|> dx

RN —o0
R N 1]

N

S( f f yaxl(t .CEQ,...,.TN)dt’d.IQ...dQZN) X ... X

RN-1 —oc0

0 ou ~ ou || N ou || N N | du

RIJLIJ)’O\%(xl,xg,...,t)dt]d:cl...de,l :”TIIH{VXX”%HIN Szjzl H@Hl
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Diseguaglianza di POINCARE. Sial < p < N, Qc RY aperto limitato.

Allora Je=¢(2) >0: / |Vu|P > c/ lulP Yu e C5°(Q2)
Q Q
Infatti, da & + % =1, usando Holder e quindi Sobolev, segue
N—p
N
Np p
/ uff < | ¥ vol(Q)F < M(Q) / VulP  Vu e C(Q)
RN N RN
f [Vul|P
Poincaré non vale in RV: inf RY =
weC§e (RN), u0 f |ul?
RN
Se  ue(z) =ulex), ¢ [ |ufP=eN [ fuf, [ [Vult=e"N [ [Vulf
RN RN RN RN
I Veul? I Vul
T RN RN
e quindi - = & =— —.0 Allo stesso modo
I luel? I lulp
RN RN
I [Vuf? [Vl
si vede che A(Q2) = inf L — Yu € C5°(Q2
v 1) weCsE(Q),u0 [ |ul? [ |ul? A
RN RN

[ 'inf non é realizzato in C§°(Q): Vue CP(Q) Je<1l: wu €Cr(Q) ]

Diseguaglianze di MORREY. Sia p > N .

(VR > 03 c=c(N,p,R) : |ulleo < c(f \Vu|p>p Vu € C5°(Bg)
RN

=

P

@) 3= clp. V) Julo) )] < eloofF ([ ) e opmy)

(i) ue CP(Bgr), € Br = |u(z)] < c¢ [ [Vu(y)] dy <
N

lz—y|N -1

R
p 1 q
c (R/ VU”) (H/ Hq(Nl)dy) <c (R/ |Vup>
N R N

perché p >N = ¢g(N—-1) < N.

1

dz !
/ [2[¢N=1)
2R

D=
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(ii) Sia @, := {z: |z;] <r Vi} (cubo dilato 2r centrato nell’origine). Fissato

T,sla u = ﬁ J  w lamedia di usu @ := Q, +7Z. Per ogni z € @) risulta
Qr+ZT

m—u@nziggNZm@»—w@hwns![%;iﬁéﬂvmw+wl—wwm4dy

B =

~—

VN IVu(2)] VN 1 1 dt
< < p P =
< Y2 0/ ( / Sz | dt < 1 ! V| /0 ol (tQ)

9 9 )N— AN
( " 1—t)z+tQ ( r) t

P

1
\/N(Qr)l_% / |Vul? / 7y dt = c(N,p) Py / |Vul?
Qar+T 0 Q2r+T
Dunque, fissati z,y e posto r = |z —y|, T = =¥, per cui z,y € Q, + T, si ha

1 1
_N _N
u(@) —uly)| < 2(Np) 7 | [ VP | = 2N p)le g p(JVup
T N

Morrey (i) non vale in R". Se  wuz):=u(ex), ¢
[ IVulp=e=% [ [VulP  mentre [l = [Jufl
RN RN
Il Teorema di compattezza di RELLICH.

P

Sia  u, € C§°(Bgr), con  sup, < J |Vun\p> < 4o0o. Allora

RN
(i) se < p < N, u, ha una sottosuccessione convergente in L"(Bg) Vr < NN—Q.
(i) se p = N, u, ha una sottosuccessione convergente in L"(Bg) Vr.

(iii) se p > N, u, ha una sottosuccessione uniformemente convergente in Bg

Prova. (i) Sial<r< N]\%' Da Holder e quindi Sobolev segue che



Poi, la diseguaglianza di interpolazione con — « € (0,1], o+ (1 — a)NN—_;’ =1 da

(R/ un(z + h) = ua(z)|"dx | <
(R/ [un (z + h) — u, ()] (R/ |Un($+h)—un(x)|Npr

Il secondo fattore, grazie a Sobolev, resta, nelle nostre ipotesi, limitato e

S =

(A=a)(N=p)
Np

[ w1~ wn(a)dr < (/01]<Vun(a:+th),h>]dt) dz
i

RN

1
1 p
< vol(BZR)l_% |h| / (R/ \Vu,(z 4+ th)]P dez | dt < c|h|sup (R/ |Vu,(z)|P de
0 n
N N

La compattezza di u, in L"(R”Y) segue quindi da Frechet-Kolmogoroff.

(ii) In tal caso sup,, < / |Vun|r> < 400 Vr, e quindi, come in (i), otteniamo
RN
la compattezza di u, in ogni L".

(iii) La (i) nel Teorema di Morrey dice sup,, ||yl < +00 mentre la (ii) assicura
la equicontinuita delle u,,. La conclusione segue quindi dal Teorema di Ascoli-Arzela.

Nota. Rellich non vale in tutto R" né fino all’esponente limite
* . _Np
S vt

i) Se feCrRY), f#£0, heRN h#£0, fuz):= f(z+nh),
allora  ||Vfullo = ||V fll, ma  f, non ha estratte convergenti in alcun L?

(i) Se feC(B1), f#0, € —,0, folz):=e® f(5) allora
IVfalla = IV 2 Il 2a = (1 fll 2o

2N
e quindi f, non ha estratte convergenti in L~¥-2 (mentre converge a zero in LP per
1<p< —1\2,]_\[2)
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APPENDICE: la dimostrazione di H-L-S.
Data f > 0 misurabile in R, sia
Xr=xr,, Dp={(x1t)eR"x[0,+o0]: 0<t< f(z)}
Chiaramente I'y e quindi x; sono misurabili e
fz) = /0+°° (e 0dt veeRY, [ = / (f > )|dt

ove abbiamo indicato con |(f > t)| la misura dell’insieme (f > t) := {z € RN :
f(z) >t} ( la seconda uguaglianza deriva da Fubini). Analogamente

fP(z) +o0
Ple)=p sPlds =p z,s)sP ds | fp =p |(f > s)|sP " ds
f Xt
0 0

Infine, effettuando il cambio di variabile ¢ = T%, vediamo che

1 +oo +o00
o= /0' g = A T s = )\/0 Xisl<rym " ldr ¥z € RN

Prova di (HLS). Dividendo per ||f|l, ||2]l- . (HLS) si riscrive

h(x) f(y)

RVxRN |z —y|* dedy:  f,h =0, [fllp,=1=hll-} < +o0

c(N, A, p) = sup{

Si tratta cioé di provare che esiste ¢ = ¢(IN, A, p) > 0 tale che
+oo
p/ |(f > t)|tP 1ds—/ fP:1:/ h’":r/ I(h > s)|s"'ds =
N RV 0
+oo J +oo d +oo —A—ld de du <
/szxRN </0 Xr(yt) t) (/0 Xn(z, ) 8) </0 X{jz—yl<r}T T)} vdy <c

. too ptoo pdoo [(to g T)
ovvero, usando Fubini, che / / / pwE ————~dtdsdt < ¢
T

ove si é posto  I(t,5,7) := [gnrmy XF(@, 1) Xa (Y, 8) X{la—y|<r} dT dy.
Osserviamo che

X{z—yl<r} £ 1 = I < |(f>t)] [(h>s)]
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< wolB, |(f > t)| = ex ™V|(f > 1)

<1 o= I < wolBy |(h>s)| = ex 7 |(h > 5)
ey TV(f > )] |(h > s)]

= 'S aden 7, 17> D), (> 9)])

1
Sostituendo 7 con cy T, otteniamo

+oo oo+ [(t,5,7)
[ Tm ) gt ds dr <

<oy / - / - </ - P+ max] TN|(f|(jf t>)|t)||<h Ehsl B dT) ds dt

Passo 1 Per ogni s,t si ha

A

N

[ e < R it > ) 105 > 015, 105> 0 (> ) )

A = XN =
Infatti, se  |(h > s)| <|(f >t)|, allora

I > D] |(h > )| ™I > D] |(h > )|

max{ 7, [(F> Ol (> 9)} = max{7V, [(F > 0O}
e quindi
+oo [(t, s, A >IN 7N |(h > o0 f>t)| [(h>
| (Tif) i< [ [ |7.(,\+1 Moy s [ ( >T|A+|<1 )N o
= P> > DI+ (R >8] [(f > =
B NCJ% Noa Nc]% Noa
=5 o= OG> 01 < g S0 > D1 (> 9)

Scambiando h ed f, si ottiene

A
+oo J(t Nck
=T DN > D11k > )| <

(> )] 2 1(f > 1) S <yl

47

< S 1> 9l > 01
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Dal Passo 1 otteniamo

N —
VT >0 : U/ Md dy <
NeY  /RYxRY |z — 9|

S/O(X)( h>s!/ (f > 0% dt>d3+/ ( h>5)|W/T°O|(f>t)|dt)ds
Ora
A

co % T N—X\ %
< ([T17 >0l ar) (/ 1) 2 dt) _
0 0
A

N—\

"

IN

T-(p—1) 552

p
T

N
] = ¢(\, N, p)T(T’l)

1_<p_1))\
, A
perché %+N+%:2 =
A N — )\ PA P P
——(p—-1)—=1- —=2p—=—p=(r—1)=
v P-D— Pty =2 p=(r-1)7

Dunque, prendendo T = 5§7 vediamo che

400
p/ |(f > )|t ds = 1—7"/ |(h > s)|s" 'ds =
0

/O(h>s]/; (f > 1) N*dt)dsg

SC(N)\P)/O (h>s) stds = AP

,
Analoga limitazione per il secondo integrale: usando Fubini e poi Holder,

L7 (1= 9= [1s > o1a) ds:/o‘”( >0l [ 10> 9 ds) it =
— /OOO( (f >1t) ]/tr h>s)| GV e Gl Vi oy ds) dt <

2
N—X N

00 N t7 N-)\
</ (f > t)] (/ (h > s)|s™ ds> (/ gD ds) dt =
0 0

N pr) [T > O 1R g = e Npr) [Tl > o) e
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AMD5 2008 - Tracce delle lezioni 10

IL LEMMA DI RICOPRIMENTO DI VITALI
ed

IL TEOREMA DI LEBESGUE-BESICOVITCH

Ricoprimento di Vitali. Sia A c RV, Sia VY famiglia di palle
chiuse. V  si dice ricoprimento fino ( o di Vitali di ) A se

Vee A, 3B.(z) €V e inf{r >0: B.(z) e V} =0

ESEMPIO. Sia A aperto. Fissato r > 0, I'insieme delle palle chiuse contenute
in A e di raggio minore di r é ricoprimento di Vitali di A.

Lemma di Vitali. Sia AcC QcRY, Q aperto di misura finita. Sia V
ricoprimento di Vitali di A, Vo :={B€V: BCQ}. Allora

3B;€Vo: BNB =0 Vi#j e LY(A\U;B;) =0

ESEMPIO.  Sia Q aperto, § > 0. Allora esiste una famiglia numerabile di
palle chiuse B; C 2 disgiunte di raggio minore di § e tali che LY (Q\ U;B;) = 0

Prova. Nel seguito indicheremo con B,(z) una palla in V di raggio r
e centro x e con 1 = r(B) il raggio di un generico elemento B di V.
Indichiamo € : = €2. Posto

)
0 :=sup{r(B): B C 4, }, sia BiCcQ @ rpi=r(B) > 51
Posiamo supporre (se no la dimostrazione ¢é finita) che Jz € A\ By e quindi
dB(x)eV: BCQ:=Q\ B. Posto
: 02
dg :=sup{r(B) : BC Q} < sia By CQy 1 ro:i=1(By) > B
Ovviamente  B; N By = ().  Possiamo supporre, come sopra, che dB € V:
B C Q3:=Qy\ By, e, iterando, si trova (salvo terminare la dimostrazione in un
numero finito di passi) che
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VneN, 3B, €V By € Qi = Q\ By =\ (U B;) con

5n+1
2 Y

Tyt = 17(Bpg1) > Opi1 :=sup{r(B) : B C Qu,11} <4,

Notiamo che, siccome le palle B, sono disgiunte, allora
en S, N = LN(U,B,) < LY () < 400 = 1, —, 0 = 6§, —,0.
Ci6 comporta che ogni palla B deve intersecare qualche By, perché

BN [Uzlek] =0 = BC Qn+1 = T(B) < 5n+1

A sua volta ci6 comporta che, indicata con B, la palla concentrica a B, e di raggio
r(B,) = br,, allora
(%) v€A z¢ULIB = Fk>n: z € By

Infatti, z€A, z¢U)-/B; = 3B(x)eV, B(z)CQ,=Q\U}ZB; con
B(x) palla centrata in x di raggio, diciamo, r(z). D’accordo con quanto sopra
osservato, esiste un primo indice k >n tale che B(z)N By # 0.

Dunque B(x) C Qf = Q\Uf;llBj e quindi r(z) <0 < 21y

Siccome  B(x) N By # (), concludiamo che B(z) é contenuta nella palla che ha
lo stesso centro di By e raggio 5rg, cioé appunto  Bj. Da (x) segue che

A\ (Uan) C Uan Bk Vn Ma LN (Uan BNk) S CN 5N § 7’7];[ —n 0
k=n

e quindi LY (A\ (UpBn) < endV D> rl —,0

k=n

NOTA. 1l Lemma vale anche con p << L% al posto di LV. In effetti si pud
provare che vale per qualsiasi misura di Borel regolare.

Lemma 1. Sia fe LYRY), f>0e fi(z) = limsupm [ f(y)dy.
r—0 r Br(x)
Se ¢>0e AC {f*>c},allora

/ fly)dy > cLN(A) V Q aperto contenente A
Q

NOTA  Se ¢:= JgXpi, @ =we(5), ¢ [fH(z) = limsup(f *o)(2).

r—0
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Prova. Sia AcC{xr: f*x)>c}, di misura finita.  Fissato 0 < e < c,
1

A os w0 L s
S = r; — 0 volBrj(x)B()f@) y =2 c—e

Dunque, V :={B,(x): z € A, m [ fly) > c—¢€} éun ricoprimento
" B (x)

fino di A. Fissato Q aperto, A C €2, dal Lemma di Vitali otteniamo

dB; €V, B; CQ palle chiuse disgiunte tali che LY (A\U;B;)=0 e quindi

IN(A) < IV (ANUB) Uy B) < Swol(B) < —— Y [ <+ [

€
Q

In particolare, se Q; == {|z| < j}, LN({f* > ¢} N Q) < [ f < +ooV j, e quindi
LN{ff > e} < [ f < +o0.

Il Lemma 1 ha la seguente (ovvia ma importante) estensione:

Lemma 2. Sia v misura boreliana in R tale che

VACRY: v(A) =inf{r(Q) : A CQ, Q aperto}
Allora, se ¢ >0, AC {x: limsup viﬁfé(?i% >c} = v(A)>cv(A)
r—0 "

Prova. Sia A, := AN B,, B, palla aperta di raggio n. Fissato € € (0, ¢),

B,
reA, = Ir;—0: I/E(BJ(?)))ZC—E
vol(B,, (x
Dunque, V := {B,(z) : vzgféfgg) > ¢— €} ¢é un ricoprimento fino di A,. Fis-

sato ) aperto contenente A e posto 2, := QN B,, dal Lemma di Vitali otteniamo
3B; € V tali che LY (A, \ U;B;) =0. Come sopra,
1

By <

c—¢€

LN(A,) < Zvol(Bj) < v(Q,)

c—¢€
Siccome v é borel regolare, si ottiene
LYN(A) = lir{n LY(A,) (c—€) < v(Q)

La tesi segue dallipotesi v(A) = inf{v(Q) : Q aperto, A C Q}.

NOTA. Come nel Lemma di Vitali, il Lemma 2 continua a valere se a LV si
sostituisce una qualsiasi misura di borel regolare.
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Il Teorema di differenziazione di Lebesgue-Besicovitch

Sia  fe L (RN). Alora

5y | M@= Iwldy =00 goa

In particolare, m B{ ) fly)dy —,—o f(z) qo. o

NOTA. Se f é continua, la conclusione é vera per ogni x:

W HO)€Bx): s [ 1) = @)y = 7€) = F@)] = 0

B (x)

Prova. Possiamo supporre, sostituendo f con f xg,, , che sia f € L'(R"). Posto

L(z) = lir}} L sup vol B, y)| dy] si tratta di provare che

N{zx: L) >a}) =0 Va>0. Fissata ¢ € C°(RY)
si ha L) < limsup |~ U3 / (£ (2) = o)l + o) — FW)]) dy| <
< 1f(@) — @)+ |f — o (z). Fissato a >0 siha quindi

{e: L) za} C{a: |f@) @25} U {z: (f=9)) 2

| Q
—

e quindi, per il Lemma 1, IN{z: L(z) > a}) <

< LV({z: 1f@) =@ 2 SN+ (x| - ef@) = 5}

2 4 . .
< — |f—90|+/’f—90’ S*/\f—@\ e quindi
Y BN aRN

RN

L"{z: L(z) > a}) < i inf{/ lf — ] : gongo}O
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Infatti, per Radon-Nikodym, esiste f € L'(RY) tale che
Quindi

Corollario 1.  Sia f € L}, (R).  Allora

CZE /f(t) dt = f(z) qo. x

Prova. Applicando L-B, otteniamo quasi per ogni x,

xT+r z4r

[ s d - f) If/f N RCLE

$+\7‘|
/ (x)] dt —,
= 20|

NOTA. Il Corollario 1 vale anche con p misura di Radon al posto di L.

Corollario 2. Sia p misura boreliana finita in RY, = fhae + s

composizione di Lebesgue di p rispetto alla misura di lebesgue LY. Allora

du dp (B ()
— = ——(2) = lim ————=
dr T oapy @) = e )

esiste LV-quasi ovunque, é L"-sommabile e

dp
(E —/ dLN
fac(E) I

w(B () fpuw f o+ ms(B(x))

vol(B,) vol(B,) —, f(x) LY —qo. x

in virtt di L-B e del seguente

Lemma 3. Sia v misura di Radon singolare rispetto a LY. Allora,
v(B,(z))
————~ —r—00 q.o.
LB, )

Infatti, sia LV(Z) = 0 = v(Z¢). Allora, per ogni ¢ > 0, si ha

LN({x - liijpm >c} = LN{x e z°: lir?jélpm

1 B
< -v({re Z°: limsup V(B (x))
c

—_— 7> —
r—0  volB,.(x) zch) =0
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Funzione di distribuzione di una misura di Radon in R.

Se p é misura di Radon in R, tale che pu((—o00,x)) < 400 V, resta definita
la funzione di distribuzione di y :

Fulw) = pl(=00,2)) = [ dp

Nota che F' := F}, é non decrescente, F'(—oo0) =0 e
r<b= F(@)— F(z) = pu([z,b)) —4_p- 0, x>b= F(x)— F(b) —,_p+ pn({b})

e quindi F}, é continua a sinistra in b ed é continua in b se e solo se p({b}) = 0.

Esempio. Se js(E) := [ fdr, f >0 Lebesgue integrabile, allora I := F),. non
E

¢ altro che la funzione integrale di f.
Inoltre F, é derivabile L'-quasi ovunque e %(m) = Z—g q.o.x.
Infatti, dal Corollario 2:

- dt dt+ﬂs((_oo7x>>

—00

d [ d
w(E) = [ Pdrip(E) VE boreliono, o quindi  Fy(x) = [ U
X
E

Si tratta quindi di mostrare che la funzione di distribuzione di una misura singolare
(rispetto alla misura di Lebesgue) ha derivata nulla q.o.. Cié segue dal Lemma 3:

1 s(lz—1t,z+ |t
(o0, + ) = p((-oo.a))] | < 2 A LEZ IR g
Possiamo quindi scrivere: F,(z) = / Fi(t)dt + ps((—o0,z))

Problema 1.
Quali funzioni sono distribuzioni di misure (e sono, in particolare, derivabili q.0.)?
Lo sono tutte le funzioni F' nondecrescenti inferiormente limitate e 'normalizzate’

( cioé continue a sinistra in ogni punto). Ovvero, se F' é non decrescente, inferior-
mente limitata e  lim F(z) = F(zo) per ogni zy, allora esiste una misura di Borel

LE—’IO

pr tale che F(x) = pp((—o0,z)) Va e quindi

F & derivabile q.o. e F(z) = F(—o00) + / F'(t)dt + (pr)s((—o0,x))
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Sostituendo F' con F(z) — F(—00), possiamo supporre che F'(—oc) = 0. Sia
pr(A) ;= inf {j; [F(bj) = Fla)]: A CUj [ag, )}

E facile vedere che pp ¢ misura metrica ¢ quindi Boreliana ed infatti di Radon
(u si chiama misura di Lebesgue-Stieltijes generata da F'). Inoltre , chiaramente,

p([a, b)) = F(b) — F(a) e quindi p((—oo,x)) = F(z) Ve e R e cid, per

: . dF _ dup
quanto visto, prova quanto asserito: - (x) = L.

dx
Notiamo infine che  u({b}) = hm F(t)]—F(b) é, in b, il 'salto’ di F.
ESEMPIO. Sia F'(z) = X(0,4+c0)- E F(z) = 0((—o0, z)).

Corollario: le funzioni monotone sono derivabili q.o. con derivata lo-
calmente sommabile.

Problema 2.
Per quali funzioni F' derivabili q.o. e con derivata (localmente) sommabile si ha
a) + / F'(t)dt (Torricelli — Newton) ?

ESEMPIO. La funzione di Cantor f ( che é continua e non decrescente ), é
derivabile q.o. con derivata nulla nel complementare dell’insieme di Cantor (ove é
localmente costante), ma non é l'integrale della sua derivata:  f(x) # [i f/ = 0L

La formula di Torricelli-Newton per F' monotona ( con F'(—oo) = 0) dice che

F(z)= [ F'(t)dt = (ur)s =0 = pr é assolutamente continua.

Proposizione 1. Sia F(z) = u((—o0,z)). Allora p é assolutamente continua se
e solo se F' é assolutamente continua (AC) nel senso seguente.

Sia F:R— R . Dati I; = (aj,b;), j=1,...,p, NI =0 Vi#j, scriveremo
p
w[F, {a;,b;}] : Z F(ay)|
Definizione (di funzione AC). F' é AC in [a,b] se Ve>0, 30> 0:

zp: )< = w[F,{a,b;}] <

Jj=1
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Dimostrazione della Prop. 1. Se u é assolutamente continua, allora, per Radon-
Nikodym, esiste una f localmente sommabile tale che F(x) = [ fdt. L’as-
soluta continuita di F' é allora conseguenza dell’assoluta continuitd dell’integrale.
Viceversa, sia F' assolutamente continua. Allora

AcCuU;( aj,~,z i) <0 = p(A Z w(la;, b
Jj=1 Jj=1
S Z[M((_Oovbj) - M((—OO,CE] < Z aj)] S €
j=1 j=1

Dunque L'(A) =0 = u(A) =0.

Dunque, nella classe delle funzioni monotone la validita di (TN) equivale alla
assoluta continuita.

Definizione di funzioni BV (funzioni a variazione limitata)
FéBVin[a,b] se V(F):=sup{wlF, {a;,b;} : (aj,b;) C[a,b]} <+o0

Esempio. Le funzioni monotone limitate, la differenza di funzioni monotone limitate.

Lemma.

(i) VZ(F) énon decrescente e r<y = VIF)=VIHF)+VYF)
(i) G(z):=VIF)— F(x) ¢ non decrescente

(ii) Fé¢ACin [a,b) = FéBVina,b] e VE(F) é AC.

La (i) si verifica facilmente. La (ii) seguedaz <y = |F(z)—F(y)| < VY(F).
(iii): F6AC = 3§: VH(F) <1 Va € [a,b—6]. Ci6 implica che F é BV.

Proposizione. Se F'é BV in [a,b], allora F' é derivabile q.o. in [a, b].
Inoltre, vale (T-N), cioé F(z) = F(a)+/ F'(t)dt  seesolose F éAC

Estendiamo F' : F(x) = F(a) YV < a, F(z) = F(b) Vo > b. Dal Lemma
segue che F =VZ*(F)—[V*(F)—F] édifferenza di due funzioni monotone limitate
e quindi é derivabile q.o. Se poi F' é AC, allora F' = F; — Fy con F; nondecrescenti
e AC: (T-N) vale per le F; e quindi vale anche per F.
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MISURE DI HAUSDORFF E FORMULE DI AREA E COAREA

Misura di Hausdorff s-dimensionale. Sia A C R" , 0 < s < o0, 0 <.

Hi(A) = inf{}_ a(s) <dm7;CJ> . ACUR,Cy, diam C;y < 6}
j=1

ove as) = #il) () =

B™ ¢ la palla unitaria in R™.
Chiaramente Hj(A) cresce al decrescere di § e la misura di Hausdorff s-dimensionale
in R™ ¢é allora cosi definita:

e *x'~dx, 0 < t < oo. Notare che a(n) = vol B" ove

o—g

H(4) = sup H3(4) = lim H(4)

6>0

Si mostrano facilmente le seguenti proprieta:
Proposizione 1. Sia 0 < s. Sia A C R™
(i) H® é misura metrica e quindi é misura di Borel regolare
(i) H* =0se s > n.
(iii) Se 0 < s < t allora H*(A) < co = H'(A) =0
(iv) Se L € L(R™) é isometria, allora H*(L(A) + h) = H*(A)Vh € R"
(v) H*(rA) = r*H*(A) per ogni r > 0.
(vi)f € CR™R™), |£(z) — f(y)] < clo —y| Yo,y = HO(F(A)) < o Ho(A)
(vii) H' = L' in R....per provare che H" = L™ in ogni R" occorre...
La diseguaglianza isodiametrica.

Tra gli insiemi aventi lo stesso diametro la palla é quello che ha maggior volume:

diam A
2

(DID)  LN(A) < a(N) ( )N = 00l Buiap s
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Per provare (DID) cominciamo con l'osservare che (DID) vale banalmente se A
¢ simmetrico rispetto all’origine: da z € A = —x € A segue che 2|z| < diam A,
ovvero A C Baiam a. Per concludere la dimostrazione bastera applicare il

2

Lemma (di simmetrizzazione)

Per ogni A C RY esiste A* simmetrico (il 'simmetrizzato’ di A ) e tale che
(1) diam A* < diam A, (44) LN (A*) = LN (A) se A é misurabile

Infatti, tale Lemma, applicato alla chiusura A di A, d4 LY (A) <

< LN(A) = LV((A)*) < a(N) <dm<m)N < (V) (HemA)" = () (o)™

= = 2 = 2 2 :

La dimostrazione del Lemma si basa sulla ’simmetrizzazione di Steiner’di un
insieme A, che consiste in: 1) fissare un iperpiano coordinato 2) sezionare A con rette
ortogonali a tale iperpiano 3) misurare ogni sezione , dando origine a intervalli aventi
come lunghezza la misura di ciascuna sezione 4) sistemare ciascuno di tali intervalli,
in posizione simmetrica rispetto all’iperpiano, lungo la retta che lo ha generato. In
tal modo, usando Fubini, si vede che non si altera la misura dell’insieme, mentre
il diametro, eventualmente, diminuird. Tale operazione va effettuata a partire dal
primo iperpiano coordinato, e ripetuta poi sul secondo fino all’ N-esimo iperpiano
coordinato, ottenendo alla fine I'insieme A* avente le proprieta richieste.

Proposizione 2. HY = LV in R" per ogni N > 1.
NOTA. In particolare, la misura di Lebesgue LY é invariante per isometrie.

Prova. Sia A misurabile. Che sia LV(A) < HV(A) segue subito da (DID):

diam C;\ ™
AC UjCj = LN(A) < Oé(N) Z <2j>
J

N
Per vedere che HY(A) < L™(A) , notiamo intanto che HY(A) < ‘)‘(]\;#L”(A).

Poi, se € > 0 ¢ R; C R" sono tali che > ;vol (R;) < LN(A) + ¢, per il Lemma di
Vitali si possono trovare By, palle chiuse contenute nell'interno di R; e tali che

diam B} <6, LN (Rj \ UkBi) =0 equindi, HY (Rj \ UkBi) =0. Quindi

(W) N z,;vol(Bi;) = ZLN (Uk3£> =2 LY(R;) < LM(A) + ¢
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Jacobiano di una trasformazione lineare.

Sia L € L(R",R™) (cioé L é trasformazione lineare di R™ in R™). Nel segui-
to identificheremo L con la sua matrice rappresentativa nelle basi canoniche per
R™ R™.

Sia L' € L(R™,R") l'operatore aggiunto di L, cioé < x, L'y >grn =< Lz,y >gm
per ogni z € R" y € R™. Notiamo che (L' o L) = L' o L é operatore simmetrico di
R" in se ed é anche positivo perché < L' o Lz, z >= ||Lz|*.

In particolare, det(L' o L) > 0 e L' o L é invertibile se e solo se esiste d > 0 tale che
|Lz| > §]|z|] V& € R™ mentre L o L' é invertibile se e solo se L é suriettivo.
Richiamiamo dapprima alcuni utili fatti algebrici.

(i) Una mappa O € L(R",R™) é ortogonale se conserva il prodotto scalare:
< Oz,0y >pm=< 2,y >grn Vz,y € R" (e quindi ||Oz| = ||z|| Vo ed n > m)
Poi, (0'00)z) =z VreRY,  (0oO)y) =y Oyl =yl ¥y e OR).
In particolare, se n = m, allora O’ =0"! e |detO]=1

(iii) Se S € L(R") é simmetrico, cioé S = S’ allora S é diagonalizzabile,
cioé esistono O, D € L(R"), O ortogonale e D = D(\y,...,\,) diagonale (cioé
D(zy,...,2,) = (Mx1,..., \pxy) ) taliche S =0o0Do

(iv) Sia L € L(R",R™).
Sen < m, esistono S = 5" € L(R") e O € L(R",R™) ortogonale tali che L = OoS.
In particolare, L' o L = S2.
Sen > m, esistono S = 5" € L(R™) e O € L(R™,R") ortogonale tali che L = So0'.
In particolare, L o L' = S2.

Definizione. Si chiama Jacobiano di L il numero

Jp = (det(L'o L)) sen<m, J,:=(det(LoL'))? sen>m

Chiaramente J;, = Jy e, sen <meL = 0OoSoppuren >melL =500,
Jr = |detS|. In particolare, se n = m, Jy, = |detL| = |detS].

La formula di Cauchy-Binet.

Siano M i minori di ordine massimo di L. Allora

N|=

J

Ji, = (Z(det Mj)z)
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Proposizione 3: Il significato geometrico di J;.

Sia L € L(R™",R™), n <m. Allora
H"(L(A)) = J, L"(A) YVACR"

NOTA. Se n = m, ritroviamo la formula |det L| = vol(LQ), ove @ = [0,1]x...x [0, 1]
¢ il cubo unitario in R"™ .

Se n < m, la formula di Cauchy-Binet si legge allora cosi:

il quadrato dell’area di L() é uguale alla somma dei quadrati delle aree delle proiezioni
di LQ sugli spazi coordinati di dimensione n (teorema di Pitagora).

Prova. Sia n=m e proviamo che LN(LA) = |detL] L"(A) VA CR™
SedetL =0¢édimL(R") < n e quindi L(R™) ha misura nulla. Sia dunque det L # 0.
Sia, intanto, D(z1,...,%,) = (MZ1,..., \®pn) YV (21,...,2,), A; # 0. Se R =
I x ... x I,, st ha D(R) = A\ 11 X ... X A\ I,,. Dunque vol D(R) = |Ay--- A\y|vol R
ed allora

AC UjRj = D(A) C UjD(Rj) = Ln<DA) < ZUO[ D(Rj) = ’)\1 s )\n| ZUOZ Rj
J

= L"(DA) <|A1---\|L"(A) = |det D| L"(A)
Dall’invertibilita di D segue che vale anche la diseguaglianza opposta.
Sia ora S = S’. Siano A, gli autovalori di S e quindi S = Oo Do O ove D =
D(\y, ..., \,) é matrice diagonale e O é ortogonale. Si ha:
L"(SA)=L"((OoDoO")A)) = L"(DA) = |det D| L™(A) = |det S| L"(A)
Infine, dato L, e scrivendo L = O o S, vediamo che

L™(L(A)) = H"(S(A)) = |det S| L"(A) = |det L| L"(A)

Sia infine n < m.
Dato L, scriviamo L = O o S. Siccome O’ ¢ isometria tra O(R™) e R™, si ha

H(L(A)) = H"((0'o008)(A)) = H"(S(A)) = L"(S(A)) = |detS|L"(A) = JLL"(A)
Definizione. Sia ¢ € C'(R™,R™). Scriveremo

Jo(T) = Jpp(a)
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FORMULA DI AREA.

I) Sia n < m. Sia ¢ € C*(R™,R™) iniettiva e tale che J, > 0Vz. Sia A C R"
misurabile. Allora

[ Jolw)dz = H"(p(4)
A

IT) Se f: R™ — [—00,+00] é borel misurabile allora f é H" sommabile su p(A) se
e solo se f o é sommabile su A e

[ 1@ Ip@ys = [ janr

(4)

Parte I). Indichiamo i passi principali della dimostrazione.

Passo 1: misurabilitd. A C R™ misurabile = ¢(A) é H™ misurabile.
Se A ¢ limitato, siano K; C A compatti tali che L"(A\ U;K;) = 0. Da

H™ (0(A\ U;K5)) < (Lip(,))" H" (A\ U;K5)) = 0
segue la H™ misurabilitd di ¢(A) perché ¢(A) = p(A\U;K;)Up(U;K;) e o(U;K;) =
U,p(K;) é H™misurabile perché lo sono ¢(K;) in quanto compatti.
Se A non ¢ limitato, basta scrivere p(A) = Urp(A N By) ove By ¢ la palla di raggio

k e centro l'origine.

Passo 2: confronto col linearizzato. Sia ¢t € (1,2), x € R". Indichiamo
L = Dy(z). Allora esiste €(t, z) tale che, se € < €(t, ), si ha

(2=1) |L(x1) = Lw2)| < lp(1) = p(a2)| < t[L(w1) = L(w2)| Var, 22 € Be(x) (1)
t" g, < J@(g) < (2 —t)_nJL VE € Be(.l’) (2)
(2= 0)"H" (L(B(x) N A)) < H" (p(Be(z) N A)) < 1"H" (L(Be(x) N A))  (3)
Per provare (1), fissato h € R™ con |h| = 1, scriviamo < ¢(x1) — p(x2),h >=
< L(xq — x9),h > —|—/ < [Do(tz1 + (1 — 7)xs) — L] (21 — 22), h > dT

Siano o(t,z), €(t,x) tali che o(t,z) || < (t—1)|LEl VEER" e
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1
[I< Do(tay + (1 — T)xg) — L)(x1 — x2),h > dr| < o(t, z)|x; — 22| <
0

< (t—1)|L(x1) — L(z2)] se e <e€(t,z) e x1,29 € B(x). Allora

< (1) — p(a2), h > | < HL( — )| se [h] = 1.
Analogamente, |p(z1) — @(x2)| > |L(xy — x2)| — 0 |x1 — 22| > (2 —t) |L(x1 — x2)| €
la prova di (1) é cosi completa. Per provare (2), basta osservare che

o=

Jo(&) = (det (Dp(&)) © Dp(§£))? —¢z (det ((Dg(z)) o Dgp(aj))% =J

Ora, siccome L : R® — L(R™) é invertibile, indicato con L™ il suo inverso possiamo
scrivere p(£) = (¢ o L7Y)(LE). Ma, da (1),

(o L7 () — (g o L7 ()| < tlyr — e
cioé p o L~ é Lip di costante ¢, e quindi
H"(p(Be(x) N A)) = H"((¢ o L")(L(Be(w) N A)) < t"H"(L(Be(z) N A))
Analogamente, prendendo z; = ¢~ 1(y;) in (1), deduciamo che
2=t L™ () — ¢ ()] < ly1 — ]
cioé L o p~! é lipschitziana di costante (2 —¢)~!, e quindi
H"(L(Be(z) N A)) = H"(L o ¢~ (p(Be(z) N A)) < (2 =) " H"(p(Be() N A))

Passo 3: conclusione. Sia t € (1,2). Dal passo (2) segue che la famiglia V' di
palle chiuse B.(z), x € A tali che valgano (1) e (2) e (3) é un ricoprimento di Vitali
di A. Supposto dapprima che A sia limitato, sia B; € V famiglia disgiunta tale che
L"(A\ (U;B;)) = 0 e quindi L"(A) = L"(U;AN B,) e quindi

/Jw(x)dx = Z / Jo(z)dx

J ANB;
Poi, detto z; il centro di B; € V, dalla (3), dalla Prop. 3 e infine dalla (2) segue che
T H" (p(B; N A)) < 7 H"(Dy(a;)(B; N A)) =t 7" J,(a;) L"(B; N A) <
< / Jo(z)dr <
ANB;

< (2—1) ", () L (B,NA) = (2—) "B (Do) (B,NA)) < (2—1) " H" (p(B,NA)

48



Ma H"(p(A)) = H" (p(AN[U;Bj]) + H" (p(A\ [UB;])) = H" (p(AN[UY;B)]), e

quindi, sommando in j, troviamo

Mandando ¢ a 1, troviamo appunto  H"(p(A)) = [ J,(z)dz.
A
Per concludere, posto Agp :== AN Bg, da  H"(¢(Agr)) = [ J,(x)dz si ottiene,

mandando R all'infinito, H"(p(A)) = [ J,(z)dx.
A

Parte II).  Intanto, f boreliana, ¢ continua = f o ¢ boreliana.  Infatti,
indicata con B* la classe dei boreliani in R* si ha che {EF C R™: ¢ Y(E) € B"}
é, come si vede facilmente, una o-algebra che, contenendo gli aperti di R™, contiene
B™.

Sia f > 0 borel misurabile, e quindi f si scrive f = 3 %XE]- per certi boreliani Ej.
J

Allora

i

R R S e L

Zj/XAnw(Ej)Jw = Z;H”(w(A)ﬂEj) = / ZEXEjdH” - / FAH"
’ / o(a) 7 o(4)

Scrivendo f = ft — f~ si deduce il risultato per f.

NOTA. Usando un teorema (di Rademacher) che assicura che le funzioni Lips-
chitziane sono differenziabili q.o. e raffinando gli argomenti sopra utilizzati si pud
provare (vedi Evans-Gariepy) che la formula di area continua vale in sole ipotesi di
Lipscitzianita e di iniettivita. Si pud addirittura eliminare l'ipotesi di iniettivitd,
purché I'area di p(A) venga calcolata tenendo conto delle eventuali sovrapposizioni.

ESEMPI.

1. Siay € C*(R,R") curva parametrica in R", cioé v ¢ iniettivae J, = ||¥(¢)|| > OVt
Sia f: R™ — [—00, +00] borel misurabile. Allora, se A C R é misurabile,

[ gam = [ @)l

v(4)

é l'integrale di f sulla 'curva’ y(A).
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2. Sia X € CY(R%,R?), X(u,v) = (z(u,v),y(u,v),z(u,v)) ’superfice paramet-
rica’ in R3, cioé¢ X ¢ iniettiva e Jx(u,v) >0 per ogni (u,v).

I vettori X, = (u, Yu, 2u) € Xy = (Ty, Yo, 2») generano lo spazio tangente alla su-
perfice nel punto X (u,v). La normale alla superfice é data dal vettore ‘ézﬁﬁzu ove
XuAXy = (Yu 20 — 20 Yus — (Tu 20 — 20 Tp)y T Yo — Ty Yy ). Quindi || Xy A X, || = Jx cioé
la lunghezza di X, A X, uguaglia I'area del parallelogramma generato da X,, X,:
| Xu A Xy||du dv é elemento d’area sulla superfice. Per la formula di area, se A é

un sottoinsieme misurabile di 2 allora

[ 1K A X, dudo = H(X(A))
A

é I'area della porzione di ’superfice’ X (A).

3. Se M é n-varietd immersa in R™ e ¢ : @ — R™, ) aperto in R” é una carta
locale per M, allora J,(x)dz; ...dx, é, in coordinate locali, 'elemento di volume’
della superfice. E

dp Oy

[Dp(x)]" o Do(z) = (945) =95 =< g oz, >,

,7=1,...,n

Se g = det (g;j) e quindi J,(x) = det([Dy(z)] o Dy(z))2 = g2, ed E C o(R") é
boreliano, allora

H"(E) =wvol(E) = / g2dx
e~ 1(E)

4. Sia ¢ € C'(R™ R"), iniettiva e tale che J,(z) = 'det (a‘p? (m)) ,

ogni x. Sia f sommabile, A misurabile. Allora

Oy

LA FORMULA DI COAREA.

| fe@)

A

Sia f € CY(R™,R™) con n > m. In tal caso hanno rilevanza geometrica gli
insiemi di livello f~!(y), y € R™ ed il modo in cui fogliano un dato insieme A:
A =U, [An{f = y}]. Ricordiamo che f~!(y) é varietd di dimensione n — m se

nei suoi punti la matrice Jacobiana % = (g—f)
4 i/ i=1,....,m, j=1,....n

.....

ha rango massimo

(Teorema del Dini).
Se m = 1, % = Vf(z) e un insieme di livello f~1(¢), t € R, é ’ipersuperfice’ se
IVf(z)] #0 Vze f7l(t). Dato A C R, risulta ovviamente A = U {f = t}.
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Nel caso lineare, cioé f(z) =< h,x > e quindi V f(x) = h, gli insiemi di livello sono
iperpiani affini {x : < z, h >= t} ortogonali alla retta Rh. Se |h| = 1, il Teorema di
Fubini da

/RH"—l(A N{< b,z >=t})dt = I'(A)

Se |h| # 1 ed effettuando il cambio di variabile ﬁ = § troviamo

/H”*l(Aﬂ (< hyx >=t})dt = |h| /Rmfl(m (< |Z|x >= s})ds = |h|L"(A)

che possiamo anche scrivere come

[ 195 @)l = [ HNAN{S = it

[N

Notiamo che |V f| = [det (Df o (Df)")]
analiticamente rilevante é dato da

Ji(x) = Jiogy = [det (Df(x) o (Df(x)))]?
(nota che det ([Df(z)]' o Df(z)) = 0) e dal suo integrale su A. Si ha in effetti

. Vediamo quindi che, di nuovo, un oggetto

Teorema (formula di coarea).

Sian > m. Sia f € C*(R",R™). Sia A C R™ misurabile. Allora

dy

[ Jr@de = [ arman{s =yhay = | L [ xadrn

A R™ |{f=y}
Se poi g é sommabile in R", allora

/g(a:) Jy(x)dr = / !(/ g dH™™

A R™ |[{f=y}

dy

ESEMPIO (integrazione in coordinate polari). Sia g : R” — R sommabile. Allora

R/ngdxj’(/ gde)dr

0 ;z‘:'r

Basta applicare la formula di coarea con f(z) = ﬁ, giacché J¢(z) = 1 per ogni x # 0.
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AM5: Tracce delle lezioni- 12

SPAZI DI SOBOLEV

Abbiamo visto che

0
/ 2= /ul Vue O, Woe CRRY)
0z ;
Derivate deboli, lo spazio H}.. Se ue L} (RY) (ie. [ |ul <+oco VR)e
Br

3w €L (RY): / ujv:—/ ua@v Vv € C°(RY)
RN RN i

diremo che u; ¢é la derivata debole di u rispetto alla j-esima variabile e scriveremo
(RYN).

ou __ ) . (Ou ou : 1
n;, = Uiy VU= (92-+- -+ 9o) - Diremo anche che u € Hy,

Proposizione 1 (unicitd della derivata debole, regolarizzazione).

(i) uj,v; € LL(RY), [ wjv = f u dxj = [ vyv WWweCFRY) =
RN RN

u; = v;. In particolare, ogni funzione C’1 ha derivate deboli e queste coincidono con

le derivate usuali.

i) eeC,ueH., = pxueC>® e %(gp*u) gp*%

(iii) Se u € HL (RN) e v € C*(RN) allora uv € HL (RN) e 2w = 0u gy 4 4 0v

ox; Oz ; Ox;

Prova di (ii). well, = pxueC™ e %(g@ *U) =
0 0 Ju ou
/ F—p(e—y)uly)dy = - / Sz —y)uly) dy = / Spr—y)dy = px 5 —
Oz, Oy; Oy; Oz,

RN RN RN
Prova di (iii). _fax v = fu[v%—f—gp%}: fuv%:—fgp[ 6”—}—118“]
J RN J J RN J

per ogni ¢ € COO(RN).

Definizione di ~ H*(RY), DY(RY).  Sia N,p > 1. H"(RY) é lo spazio
delle funzioni L? con derivate deboli in L?, dotato della norma

lllt, = [ Jul + [Vup

RN
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La norma in H'(R”Y) := H"?(R") deriva dal prodotto scalare

<Uu,v>= / < Vu,Vv > +uv
RN

Sia N > 3. DYRY) é lo spazio delle funzioni in L~ con derivate deboli in L2,
dotato del prodotto scalare e relativa (semi)norma

<uy0 Sp = / < Vu, Vo > lul|2: = / Vul?
R RN
Proposizione 2 : C§° é denso in H'? e in D'.

Prova. (i) Yu € H", Ju, € CRY):  w, - u, Ou, — du in L
Infatti, sia Yr(z) :=¥(%), ¥ € C%(Bs), 0 < ¢ < 1,9 =1in By e ¢ € C§° nucleo
regolarizzante. Posto ug := u ¢g, risulta

SOE*URGC(())Ou Pe * UR —¢ UR in L
0j(pe xug ) = @c * (Ojur) € C3°, @ * (Ojur) — Ojug in LP

Basta quindi provare che w1z —p u in H'?, ed infatti

]_ V4
[ 1w wnl + (V= wtm)p < [l [Ful? 4 Jul? (GIVHE)) —roroo 0

lz|=R

(i) Yu € D', Ju, € CC(RY): u, — u in L%, dju, — Qju in L2
Qui, @ *xur — ug in L%, 9j (e * ur) = @ * (Qjur) — Oyup in L?. Come

in (i), ug 7 R—0o ¥ In Lv-2 2, YrOU — R0 Oju in L* mentre

N-—2
N 2
2 2 2, T 1 2N N, T\
Jlu@unl < 5 [ @10l < o | [ @] ([loeg)
R<z| <l|z|
N—-2
w ) 2
<| [ (f1oel)" new
<l|z|
Corollario 1 u, veD' = [ 2y =_— ] y 2
N J RN J
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Corollario 2 ( Diseguaglianza di Sobolev in D! )

2

(R/ ] 72 §c<N)/ [Vul>  Vu e D'

RN

Segue da: u € D' = Fu, € C° tale che wu,, — u in L%, Vu, — Vuin L? e

2

(q/ ¥ <o) [ [Vu?

RN

NOTA. Vediamo in particolare che (f |[Vu|?)2 é una norma in D*.

Corollario 3 H'(RY)c D '(RY) VN >3. In particolare

de(p, N) : llull e < e(p, N)||u|| g Yu e HY

2
[ —
vpe{’N—Q],

Infatti, se u, € C5°,  u, — u in L* e q.0. e Vu,, — Vu in L?, allora

2 2
| = : o ' 2 = 2
) <t | [ pel®| <tmee [ [VaP=c [ |74
N N RN

RN
Quindi, da [ |ul® < ||u||%:, si ottiene, per interpolazione, la stima per |Jul|ze.
NOTA H' ¢ D', inclusione stretta. Un esempio:

N-2 . 2N_ |2
U)=(1+[e)""z, N>3 B UelLvz, |VUP=(N-2gllsy e
quindi |[VU| € L? , mentre fU2=fW<+OO < N >4

Proposizione 3. H' e D! sono spazi di Hilbert

H*' é completo: Sia u, di Cauchy in H', ovvero u,, dju, sono di Cauchy in L.
Dunque esistono u € L?, u; € L? tali che u, — u in L? ~ Q;u, — u; in L*. Ma

/u 3j<p:li7rln/un 6’jg0:—li£n/g0 8jun:—/govj

Dunque u ha derivate deboli in L? date da d;u = u;, ovvero u € H'.
D' é completo. Se infatti u, é di Cauchy in D', ovvero d;u, sono di Cauchy

2N
in L?, per la diseguaglianza di Sobolev u, é di Cauchy in L¥-2. Dunque esistono
2N 2N
w€ LNz, w; € L*tali che w, —wu in L¥-2, Qu, — u; in L?
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Definizione di ~ H™?P(RY). Siano p>1, m e N, wue LP(RY).

Diremo che wstain  HY(RY) se ha derivate (prime) deboli in  LP.
Diremo che u sta in ~ H*P(RY)  se ha derivate (prime ) deboli in H'*(R"),

e cosf via.  Posto, per un multiindice «a := (ay,...,ay) € N¥
la =)« D~ Ol scriveremo ue HP(RY) <
= o = S a1 poan v ’
r ! 4 Oxi ... 0z}
Vo t. c. |lal <m, Ju, € LF: / Ug p = (—1) / uD% VYpeCfF
RN RN

Diremo che D% :=u, ¢ la derivata a-esima debole di u. ~H™P(RM) con la

norma
lullyp = > 1D%ull;

laj<m

é spazio di Banach e ha C§°(RY) come sottospazio denso.

Le diseguaglianza di Sobolev e di Morrey si estendono per densitd agli H'?(R"):

N
Vpe[l,N), HWRN)c L Yq € [p, N—pp] con immersione continua,

>N, Ge=cp,N): Jule <l Vulp,  [u(@)-u(y)| < do—y|">  Vue B

e, iterando, si vede che se u € H"™P allora

mp<N = wueclL? qu[p,ijglp], mp=N = wuel? Vg>p

mp >N = wu é holderiana. Ad esempio, se u € H*?, allora
p<N = QueH"C L¥% =  ué limitata ed holderiana
p>N = OJueH br = O;u sono limitate ed holderiane
Infine, u€ H™? Ym = ueC™. Infatti, se m < % <m+1 allora
we H™? = DueH™ = DuelL¥wm
N

se m<% e Due€lLP perogni p se m=7. Edallora,da%<m+1

segue che u € H con p > N e dunque u é holderiana. Siccome, per ogni «,
D%u € H™? per ogni m, concludiamo che D% é continua per ogni «.
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SOLUZIONI DEBOLI DELL’EQUAZIONE DI POISSON
in RY

N
Sia A=Y 86—;2. Se , data f, wue C*RY) é soluzione di
j=19%

(equazione di Poisson) —Au=f in RV

allora, moltiplicando I'equazione per ¢ € C°(RY) ed integrando per parti, si ha

() [vuve = [fe  veeCr®Y)

(%) - [ude = [re  veeCERY)
Viceversa, se u € C%(RY) e vale (xx), allora u é soluzione dell’equazione di Pois-
son.  Diremo che u é soluzione debole (molto debole ) dell’equazione di Poisson

se u € H}. e soddisfa () (rispet.,u € L}, e soddisfa (xx)).

loc

TEOREMA 1. Sia N > 3.
VfeL¥:, Jlu €D /vufw - /f(p Vo € C(RY)
e (dipendenza continua dal dato) (/ |Vuf\2)% < C(N)Hfﬂ%
Prima Prova.  Per le diseguaglianze di Holder e di Sobolev
[ ol <A1 g Dol

e cioé v — [fov ¢ un funzionale lineare e continuo su D! e quindi, per il
Teorema di rappresentazione di Riesz,

L < N IF gy ol Vo€ D!

Ju € D' : /fvz<u,v>plz/Vqu Vv € D!

ovvero u é soluzione debole dell’equazione di Poisson con dato f.
Per densitd, in () possiamo prendere ¢ = u, e quindi, usando Holder e Sobolev,

2 __ 2\ 1 . .

J1Vult = [ur < Il Tl g, < cllfl g, (] 1Vu)? e quindi

|Vulla < < f]| . Cié implica in particolare 1'unicitd della soluzione.
Seconda Prova. Sia E(u)=3[|Vu>?-[fu, ue€D! Siha

2

1 .
E(u) 2 5[[Vulls = c(N)[Ifll 2, IVells =jujs—toe +00 = inf E(u) > —o0
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e quindi E(u,) —, inf, E(u) =

= sup, |[Vuuls < +o0 =  Fu, Ing: w, —ru in DL
Siccome la norma é debolmente inferiormente semicontinua, risulterd — F(u) =
inf £ e quindi

Ozjt[;/|V(U+t¢)|2—/f(u+t<p)] :/VUVLP—/h(p Yo e Cf°

|t=0

ovvero u é soluzione debole.

Rappresentazione integrale della soluzione e regolarita

Sia N >3,p>1, fe LP(RN), f =0 fuori di Bg, ¢(N) := N(N —2) f#
1+€)2) 72—

Allora, f*N, N = Gcé\]f\;f ¢ soluzione debole dell’eq. di Poisson.

Infatti, sia f, € C*(RY), f, —n f in L" per ogni r € (1,p]), per cui, per (HLS),
1t N = F# N =00
conr=psep< % ed r < % sep> % Da —A(f,*N) = f, segue allora
— [N Ap = —lim [ [+ N Ap = lim [ fup= [fo VoeCF
Osserviamo ora che, se  — [ulAp = [fy, Vo€ CF(Bg) allora
—/[u—f*N] Ap=0  VyeCX(Bg)

(si dice che u — f *x N é 'debolmente armonica’ in Bg). Ed allora u ha la stessa
regolaritd di f * N, in virtd del

Lemma di Weil.  Siano u,h € Li,.(Q2) tali che

— /u Ap = /h © Vo e C5°(92). Allora
0 0

h e C®(Q) = u€ C™(Q)
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Lemma (Regolarita di f«N). Sia p > 1, f € LP, a supporto compatto.
Allora

() fxNeH, e Oj(f % Gy-a) = —(N — 2) [ {Wleg)ty
(i) p< i = fxNel VqG[l,NN’;p] p=% = f*xNel? VYq
(iii) % <p<N = fxN  éHolderiana di esponente o < 2 — %

(iv) N<p = f*N  ha derivate Holderiane di esponente o < 1 — %

(v) Se f ha derivate k-esime Holderiane di esponente «, allora f * A é di
classe C*12 ¢ le sue derivate di ordine k42 sono holderiane.

Prova di (i). Sia dapprima f € C5°(RY). Dunque, se |z| < r, esiste R > 0 :

of
£( £l X5 (2) p) 527 lleo XB R (2) .
| ‘Zl‘zI‘V Zl)| < |2,|N71R e #(ﬂf - Z)lz‘N,Q‘ S J|Z|N72 . Qu]ndl

0 dz
o,/ o) = a*< I~ f e W‘

lim/f W25 (- 2/f (z; = y;)d
e—0 €2+|Z’) |$_y|N

D’altra parte, se f, € C5°, ||fn — fllp —n 0 , usando (HLS) vediamo che

||/ [fuly) = (N yj)dyHN% < clfa=fll, =n0  Vr<min{p,N}
y’ N—r
Quindi  — [ (f N) O =
= —lim, [ (fo*N) 0;0 =lim, [0;(fn*N) ¢ = lim, [[fn*x ON] ¢ =

=[(f*xON)p e quindi f*NeH, e Qi(f«N) = fxON.

(i) segue da (HLS): || Gxol| sy < c(N.p)|fIl,

(iii) segue da (HLS) e (i) : ”a%](f * GN_2)||NNp < || flp- Siccome N > p >
% = NN—; > N, I’Holderianita di u segue dal Teorema di Morrey.

(iv-v) sono molto pit complicate da ottenere. La loro prova é omessa.
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IL PROBLEMA DI DIRICHLET PER I’EQUAZIONE DI
LAPLACE

Sia Q aperto limitato in R, g € C(R"). Una funzione u € C?(Q)

si dice armonica in (2

se Au(z) =0 Vo e Q

Se di pitt u € C(Q) e u = g su 99, u si dice prolungamento armonico di g in €.

Mediante integrazione per parti, si vede che se u é armonica in €2 allora
(%) ~ [uag =0 Vip € G ()
Q

Una u € L}, che soddisfi (xx) si dice debolmente armonica in .

Diremo anche che u = g su 9§ in senso debole se u=g-+uv,

ove
v si annulla in senso debole su 952,  ovvero v € H}(2), ove
Definizione di H}(Q). ve H}(Q) se
Bon € CX(Q) o —nv in L2 e /\V(gpn S
Q
Evidentemente, se v € Hj(Q2) allora v ha derivate deboli in L*(Q2),  cioé, posto
2 .= lim, % (in L*(Q)),  risulta

ov

v 9y
8$j90_

(2
U@:cj Vo € C3°(2)

Si vede facilmente che Hj(£2) munito del prodotto scalare

< u,v >::/uv+Vqu
Q

¢é spazio di Hilbert. = Enunciamo, senza darne dimostrazione, i fatti seguenti

Lemma. Sia wve H}(Q). Allora

Posto 7:= v in Q e  := 0 fuori di Q, risulta 7 € H'(RV) e 22 = 2v
J J

(i) Se wveC(Q) allora v=0sudf.
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Per densitd (od anche usando la (i) del Lemma), si ottengono subito

Diseguaglianze di Sobolev e di Poincaré. Sia N > 3. Allora

2N ’
el sl Ze=cp,): (/|U|P) < c/|W|2 Vo € HY,
B Q Q
M (Q) : inf{/ Vol? /|v|2 —11>0 (Poincaré)
Q Q
3
Poincaré dice in particolare che [[v]| := ( / |Vv|2> é, in H}, una norma equivalente
0

alla norma di H} sopra definita, e verrd quindi assunta come la norma di H{.
Teorema di Rellich. v, € HY(Q), sup, [|Vu, > <400 =

Ing, Jve H(Q): /|vn,€—v|2 — 0, /anka — /Vva Vw € Hy(Q)
)

TEOREMA 3 (esistenza del prolungamento armonico).
Sia g € HY(RY).  Allora esiste vy, € H} () tale che
[V, +9) Vo =0 Vi € C3°(Q)
0
cioé  w, := v, + ¢ é prolungamento armonico (debole) di g.
Infatti, v, = v = liminf [ |[Vu,|* > [|Vu]*? = Fu, € Hi(Q)

[N+ 9P < [19@+g)P v e H(Q)

Poi, Poincaré e Riesz danno facilmente
TEOREMA 4 (equazione di Poisson con dato al bordo di Dirichlet).
Sia f € L*(Q2).  Allora esiste una unica vy € Hj(Q):

(D) /vuf Ve = /fgo Vi € HY(Q). Inoltre [Vl < ¢()]1fl2
Q Q

cioé vy é I'unica soluzione (debole) dell’equazione di Poisson nulla su 0S2 .
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Risoluzione spettrale del laplaciano.

Il Teorema 4 dice che l’operatore lineare L  che associa a f € L*(Q)
'unica soluzione (debole) in H}(Q2) , cioé

v=0Lf & VoVeo= [ fo Yo € H} (Q)
[ |

¢ continuo.
Per Rellich, L manda L*(Q2) in se stesso in modo compatto :

fn € L*(9), sup | full2 < 400, vy := L(v,) = sup [Vuplls < 00 =

L(fn) = vp ha estratte convergenti in L?(€2).

Inoltre, L é autoaggiunto :
Q Q Q Q

Infine, L é positivo:

— _ _ 2
F£0, vi=Lf = !fo !fv !|w>o

La Teoria degli operatori autoaggiunti compatti in un Hilbert assicura che
L ha una base ortonormale di autofunzioni ¢; € L*(Q)

corrispondente ad una successione di autovalori (positivi) p; —; 0. Notiamo che
i = Loj < /V%V@:/%‘SD &
Q Q

—1iAp; = @;

in senso debole, e quindi (convergenze in L?!)

f= Z(/ Fei)e; = Lf = Zuj(/ Feiei
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Appendice: dimostrazione del lemma di Weyl.

Utilizzeremo la semplice ma cruciale

Diseguaglianza di Cacciopoli.

Sia w armonica in Q, xg € Ba.(zg) C . Allora

16
[v < 5[ P

Br(x(]) BQr(IO)

Prova della diseguaglianza di Cacciopoli.

Sia quindi ¢ € C§°(Bar(20)), ¢ =1 in By(20), |[Vells < 2. Allora

0= / Au (u<,02>:— / Vu [p*Vu+2upVe] =
BQr(xO) BQT(IO)
1 1
2 2
[ vu < 2(B / @Wu?) (E / wzuz) <
Bar(x0) 2r (T0) 27 (z0)
1
; / QVur + - / V|2 ul? Ves0 =
€
Bay(z0) Bar(z0)
1 2 2 8 2 2 16 2
A B T N
Bay(x0) Bar (o) By (o) Bar(z0)
Lemma 1. Sia wu € L*)) armonica debole. Sia ¢ nucleo regolariz-
zante. Allora  wu.:=wux*p, ¢ armonica in (.

Infatti, ¢ € CP(Q) = gw(x)Ax[u*we]dx = S{¢(x) L{ w(y) Ap(z —y) dy} dx =

dy = /U(Q)Ay

/U(y) [/1&(1‘) Ap(z —y)dr

Q

[ () oo - dx] =0

Q

perché Y xp. € CF(Q) per e piccolo.
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Lemma 2 . Sia w € L.(Q) armonica debole. Allora u € H}..(Q)

loc

e le sue derivate deboli % sono debolmente armoniche in 2 e
16
[ovar < 5[ e
r
By (o) Bar(zo)
Infatti, se g € Ba.(79) C Q,  da Cacciopoli, [ Vul* <8 [ Jul,
BT(CEQ) BQT‘(IO)
segue che g—z; ¢ di Cauchy in  L*(B,(z9)) (e quindiin L?.(Q)) perché
Ue —esou in  L*(Ba.(x0)) e quindi u ha derivate deboli in L2 (£2).  Infine,
ou Op
0= —A:—/ ATy =0 Vo € C°(Q)
[ 0= [0 357 o< CR@)

Il Lemma di Weil vale per le armoniche deboli :

Ogni u € L?.(Q), armonicadebolein Q, §é C>(Q).

loc

Iterando il Lemma 2 otteniamo che D%u  ed é debolmente armonica in {2 e, se
xo € By(xg) C Q, |a| < m esiste r,, tale che

/ IVDul* < ¢ / |u|?

By, (w0) Br(z0)

Sia ora ¢ € C°(B,,, (79)), ¢ =1 in B (). E facile vedere che al-
lora vu (yu = 0 fuori di B,,, (x)) ha derivate deboli fino all’ ordine m in L?(RY)
e quindi, se m > %, Yu é continua e quindi u é continua in B m (o) e quindi, per
I’arbitrarietda di zg, u é continua in 2. Siccome D“u é debolmente armonica in {2,
concludiamo che D%u é continua in € per ogni « e quindi v € C*°(Q).

Prova del Lemma di Weil .

Ci limitiamo al caso in cui  u € L} (€2).  Ricordiamo che, se f é f prolun-
1

gata a zero fuori di Bo,(zo) C €, allora  uy := 57 x* Gy_g € O ¢ tale che
—Auy=f in R" equindi

Jw—upae =0 voecE©)

Dunque  u = (u—uy)+us € C*.
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Problemi e complementi XI Settimana

Esercizio 1.

h(y)(z; — y;)dy
h*GN_erl e a/ym y’NQZ_(N_Q)/ ()(j j)

2N
Sia h e Lv+z2, Provare che

jz —y|¥
SOLUZIONE
In primo luogo, da (HLS) segue: ||h * GN_Q”% < d(N)”h”%
Poi, se h € C3°(Bg),
Oh 1 oh 1 0 oh dz
AL . kG = | ()
’axj(l. )| ’N 2‘ = H H | ’N TIN—2 XBr = 8;U]< *Gn 2) 8a:j(x Z)|z’N—2
8h ) dz lim Gh( dy
= lum —Z)————(— N3 — — =
) 02, ey T an |x—y|2>¥
— lim h(y)_(N_Q)(IJ y) = (N -2) /h N
S @ et =
perché \h v2)| < HhHoo‘ =T XBg- In particolare, ancora (HLS), d&

Allora by € C& by — hin LV2 = |52 (hy % Gy oa) — 52 (hm # G2z

J

0
I~ (hx Gra)llz = (N = 2)|lh* Gy-1ll2 < d(N)[|A]] 22,

IN

a(N)|[hn = bl 2x = hy % Gyy é di Cauchy in L? = hxGy o€ D'e
0 0 "
8xj(h*GN 2)—hma (hy % Gy 2)—11111 —2/h y|5vdy
—Y
va ylv
Esercizio 2.  Sia N > 3. Sia

Provare che S(R)

—inf{ [ IVa?: weD'®RY), [ |u¥F =1}
RN RN

:inf{/RN Vul?:  we CX(Bg), /RN | #= = 1)
=GS.
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. . _N=2 . . .o
Suggerimento. Mostrare che la trasformazione v — € "2 u(?) lascia invariati

sia [ |Vul* che [ |ul% Utilizzare quindi tale invarianza per mostrare l'indipen-
denza di S(R) da R. Utilizzare poi tale invarianza ed il fatto che C3° é denso in D!

per provare che S(R) = S.
Funzioni H} .(R). we H..(R) & u ¢ AC sugli intervalli compatti.
Prova.  Se u é AC, allora é derivabile q.o. con u’ € L},.(R). Quindi, se
p e Cy°, upé AC (sui limitati) e quindi  (up) =u'¢+ uy’ q.o. e quindi
+o0o +oo
/ up' = — / u'p

cioé u' é anche derivata debole di wu.
Viceversa, se u’' é la derivata debole di u e ¢ é nucleo regolarizzante e quindi
ukxp. € C®NLL, (uxep) =ux*p.€C®NL,,  esihaquindi

[(u* o) (y) — (u*pe)(x /yuwe t)dt| =
I// t—s /y/lut—ea o(o)doldt| <

J1ot0) [t — it < / o) | Wiollarido < | W(rar

e quindi u * ¢, é equicontinua (in € ) ed evidentemente equilimitata sui compatti e
quindi, lungo qualche successione €, — 0, uniformemente convergente sui compatti
ad una funzione continua v, necessariamente uguale q.0. a u , perché u * . — u in
Li.(R) e quindi, lungo qualche successione di ¢, anche q.o.. Dunque, passando al
limite in )

(wep(y) = (wrpd(@) + [+ p)(O)dt

vediamo che v(y) = v(m)+/ u'(t)dt

Dunque u é uguale q.o. a v, e v é AC sui compatti.
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