Am120 — Soluzioni Tutorato VI

Integrali funzioni razionali fratte e trigonometrici

Venerdi 9 Aprile 2010
Filippo Cavallari

Esercizio 1 (1) Seno: per n =1 dobbiamo mostrare che

X —sin xcos x
T+
2

.[ sin® xdx =
Integrando per parti si ha:

Isinz xdxzJ'sinxsinxdx=—sinxcosx+_"cos2 xa,’x=—sinxcosx+J'alx—J‘sin2 xdx

da cui segue la tesi.
Ricordiamo che nel tutorato precedente abbiamo visto che, posto S = Isin” xdx , si ha

n—1

s on-l

S, =——sin"" xcosx+——35,
n n

Supponiamo ora che

Isinz" xdx = (ﬁ%}x—i(ml—lﬁ 21;;1jsin2i_l xcosx+c

k=1 i=1 k=i

e mostriamo che ¢ vera anche per n+1. Utilizzando la formula iterativa e I’ipotesi induttiva si
ottiene

. 2n . on | 2n+1¢ . 5,
jsmz( +) )cclbc:jsm2 2 xdx =— sin®™! xcos x +-— jsmz xdx =
2n+2 2n+2

| 2n+1] [ 2k—1 o e 2k—1) . i
=— sin XCOS X+ X— Sin XCOSX |+c¢C
2n+2 2n+2HH 2k j Z(Zi—ln 2k j

k=1 i=1 k=i

n+l 2](—1 n+l 1 n+l 2](—1 . i
= — | X— Sin XCcosSx+c
NS e

k=1 i=1 k=i

cioe la tesi.
Coseno: per n =1 dobbiamo mostrare che

X+ sin xcos x
——+c¢

Icosz xdx = 5

Integrando per parti si ha:



jcosz xdx = Icos X oS xdx = sin x cos x+J-sin2 xdx = sin xcos x + J.a,’x—J-cos2 xdx

da cui segue la tesi.
Ricordiamo che nel tutorato precedente abbiamo visto che, posto C, = .[ cos” xdx , si ha

1 0. n—1
C, =—cos"" xsinx+——C,_,
n n

Supponiamo ora che

jcosz" xdx = (ﬁ%jx—i_i(%l—lﬁ zi;IJCOSZi‘l xsinx+c

k=1 i=1 k=i

e mostriamo che ¢ vera anche per n+1. Utilizzando la formula iterativa e ’ipotesi induttiva si
ottiene

" " 1 R . 2n+1 ;
jcosz( +) xa,’x:jcos2 *2 xdx = cos®*! xsin x+ " Icosz xdx =
2n+2 2n+2

1 it 2nH1 (¢ 2k -1 1 e 2%k=1)
= COS XS x + X+ COS xsmx (+c¢
2n+2 2n+2KH 2k j 2(21'—1H 2k j

k=1 i=1 k=i

ook —1 wl 1 #72k-1 2i-1 -
= — | X+ COS xXsmx—+c
(H % ] Z(Zi—ln % j

k=1 i=1 k=i

cioe la tesi.

(2) Seno: utilizzando la relazione goniometrica fondamentale sin” x+cos”> x =1 otteniamo
s 2n+l _ - 2n : _ 2 no,
sin™" xdx = | sin”" xsin xdx = (1— cos x) sin xdx
ora posto ¢t =cosx = dt =—sin xdx si ha

J‘(l—cos2 x)n sin xdx = —I(l—tz)n dt

_ _I_i(g(q)" t”}dr
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Coseno: utilizzando la relazione goniometrica fondamentale sin” x+cos” x =1 otteniamo
2n+l _ 2n _ ) n
cos™" xdx=|cos™ xcosxdx=|(l—-sin" x) cosxdx
ora posto ¢ =sin x = dt = cos xdx si ha

J'(l—sin2 x)n cosxdx = |(1- t2 ’
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Esercizio 2 (1) Dato che x* —5x+6 =(x—2)(x—3) imponiamo che

x4l _ A B _(A+B)x—(3A+2B)
X—5x+6 x—2 x-3  xX'—5x+6
e quindi
A+B=1 A=-3
=
3A+2B=-1 |B=4
da cui
[ =3[P a[ P = 3=+ 4lnfx—3]+c
x> —5x+6 x=2 7x-3

(2) Dato che x* —3x+2= (x— 1) (x— 2) imponiamo che

x4l _ A B _(A+B)x—(2A+B)
x=3x+2 x-1 x-2 x*=3x+2
e quindi
{A+B=1 {A=—2
=
2A+B=-1|B=3
da cui
x+1 dx
j—dx_—zj 3j S =2lnfx—1]+3In|x-2]+c

x —=3x+2



(3) Dato che x* — x> —x+1=(x+1)(x—1)" imponiamo che

X+l A . B, C _(A+B)xX’+(C-2A)x+A-B+C
Y -x*—x+1 x+1 x-—1 (x_l)z_ X —x"—x+1
e quindi
1
A+B=1 A=)
2A+C=0 = B:%
A-B+C=1 C=1
da cui
x*+1 1 dx dx 1
——  —dx=— — + :—1 +1{+ 1 1——+
e ® Ix+1 L I(x SRR el

(4) Imponiamo che

x’ _A B C _(A+B)x’+(2A+B+C)x+A-2B+2C
(x+2)(x=1)" 242" =1 (x-1) (x+2)(x-1)
e quindi
-4
A+B=1 A=%
—2A+B+C=0=1{B=%]
A-2B+2C=0 C:%
da cui
j— :—j —j dx :f1n|x+2|+§1n|x—1|— L e
(x+2)(x 29 9 9 3(x-1)
(5) Imponiamo che
X+2 A, B C _AX*+(2A+B)x+A-B+C
(x=1) =1 (x=1)" (x=1) (x=1)
e quindi
A=1 A=1

-2A+B=0 ={B=2
A-B+C=2 C=3

da cui



X +2 dx dx dx 2 3
dx = +2 +3 =In{x—1|— - +
j(x—1)3 = I(H)z I(x—1)3 A e

(6) Dato che x* —1= (x - 1) (x2 +x+ 1) imponiamo che

X +4x+4 A Bx+C (A+B)X’+(A-B+C)x+A-C

+ —
x -1 x—1 x*+x+1 x -1
e quindi
A+B=1 A=3
A-B+C=4=<B=-2
A-C=4 C=-1
da cui
jw _3j [ 2] = 3Infx— =t (6 +x+1) +o
x =1 X 4+x+1

(7) Dato che x° —x* +2x* =2x* +x—1= (x—l)(x2 +1)2 imponiamo che

X 4+2x7 +1 A Bx+C Dx+E
5 4 3 2 = +— + 2 =
X =x"+2x =2x"+x-1 x-1 x"+1 (x2+1)

_(A+B)x"+(-B+C)x*+(2A+B-C+D)xX’+(-B+C—-D+E)x+A-C-E
- X —xt+2x -2x  +x—1

e quindi

A+B=0 A=1

-B+C =1 B=-1

2A+B-C+D=2=:C=0

-B+C-D+E=0 D=1

A-C-E=1 E=0
da cui
| K20 j dx+ | de=tnx—1|—L1n (x* +1)————+
X —xt+2x - 2x" +x— 1 x*+1 (x2+1)2 2 2(x2+1)
(8) Imponiamo che

-1 A +Bx+C_(A+B)x2—(ZB—C)x+A—2C
(x—2)(1+x2) x=2 x +1 (x—2)(1+x2)

e quindi



A+B=1 A=Y
2B-C=0 ={B=2%,
A-2C=-1 =%
da cui
X -1 _ 2x+4 3 1 4
j(x 2)(1+x -[x 2 ij2+1dX—51n|x 2|+ j1+x

:_1n|x—2|+—1n(1+x2)+iarctanx+c
5 5 5

(9) Imponiamo che

5%*+11x-2 A Bx+C _(A+B)x’+(5B+C)x+9A+5C

(x+5)(x2+9)_x+5+ 49 (x+5)(x2+9)
e quindi
A+B=5 A=2
SB+C=11 =<{B=3
9A+5C=-2 C=-+4
da cui

2 p—
j—(Sx S +jix+gdx —21n|x+3)+ j S

x+5)(x*+9) x+5 X 49 P19

= 21n|x+5|+§1n(x2 +9)—£arctan£+c
2 3 3

2

S %= (x*+3)+c

00 | s IF

Esercizio 3 Dato che 1+ x* :(x +x/_x+1)(x —\/_X+1) si ha che

1 1 _ Ax+B Cx+D

2t (2o l) (2 2erl) (2 #2erl) (=2t )

da cui si ottiene che A=—L le C:L D:%.Sihaquindi:

22 2 22




1 1 1

! x = 2\/_ X 2 dx =
S f(x +J_x+1)d +I( J_x+1)
2x++2 dx -2 dx

Rl e e el e

__ 1 _ e 3¢ dx
= 4\/§1n(x +\/_x+1) 4\/5 (x \/_x+1) J-(x +«/_x+1) J.(xz—\/Ex+I)
1 3
=———In(X® +2x+1)+—= \/_x+l + =

42 | ) 4*/5 4j(x +\/_x+ + j j( x/_x+ +2j
__ - _ _
= 4\/§ln(xz+x/§x+1)+4\/E x’ \/_x+1 ( ; jz 1 I( ; j2+1

2) 2 2) 2
=— ! ln(x +\/_x+1)+Lln(x —\/_x+1) J-— 3 Lz:

W2 W2 27 (Vzx+1) +1 2 (V2x=1) +1
=—4\1/§1n(x2+\/§x+1)+ﬁln(x2—ﬁx+1)+%arctan(\/§x+l)+2j§arctan(\/§x—1)+c
Esercizio 4 (1) Aggiungendo e sottraendo x° al numeratore si ottiene

1 I+x° —x -2x7
dx = - 2
e e Jreies I
dai cui, integrando per parti con f'= —2x -~ g=x siha
1+x°

j —j i dxzarctanx+l( ol 5 —j ! > dsz
1+x° 2\ 1+x I+x
1 X
= —arctan x + +c
2 2(1+x7)
. . . 1 . .
(2) Consideriamo [, _,: integrando per parti con f = g'=1,siha

(l +x? )n_l



(1+x2) (1+x2)n_1 1+x2)n
_ X e 1+x" -1 _
_(1+x2)"‘1+2( l)j(mzy
ey Jl ey Ul 1)

da cui la tesi.

(3a) Utilizzando il metodo del completamento del quadrato otteniamo

| d dx=| ! 3dx=(%j3j ! ~dx
Fe

(7% +4x+3)

ora posto I—Lx+i e quindi dt—idx si ha
NIEANIT] V17

Ry e
NEANNT]

utilizzando quindi la formula dell’esercizio precedente si ottiene

3 3
(lj ﬁj ! 3alt:(ljﬁéarctant+é ! +l ! stk | =
7 (ee) 17

17 7 |8 8t +1 4 (2 +1)
7 X+ 2 7 X+ 2
X I A
_(7j V1713 ( 7 2 j 7 ir 1 i i
=| — | ——| —arctan x+ +— —+— > |t
17 7 |8 \/ﬁ \/ﬁ 8( 7 2 7 2 2
Xt =]+ (x+j +1
177 N1 J7

(3b) Analogamente a prima si ha



6(x* + 2)3 167 (p +1)4

dalla formula dell’esercizio precedente si ottiene

1 5 5 t 5 t 1 t
.[ ;7 dif =—arctant + +— +— Ttk
e quindi
x+1 52 X 5 x 5 X I x-2
Tdx= arctan — + ——t+— s+— s+c
(x*+2) 256 J2 1287 +2 96 (+2) 12(x*+2)
. . . . . . . X 2dt
Esercizio 5 Osserviamo, prima di svolgere gli integrali, che 7 = tanE = 2arctant =x = Tir =dx.
+t

Inoltre, dal suggerimento, si ottiene facilmente che:

. 2t 1—-¢* 2t
smx—l_H2 cosx—l_H2 tan x = —t2
(D
2t 2t
_[ sin x I _[ 1+ I 1+72 _[ 2t dr
1+sinx 1+t +2t 1 +2t+1
1+t 1472
2t+2
=|——-dt-2|———dt
1 +2t+1 jt2+2t+1
zln(t2+2t+l)+i+c
t+1
+c

=1n(tan2£+2tan£+lj+
2 2 tan§+1



2)

[ = [— = —
3sinx+4cosx 2t +41—t 6r+4—4¢

1+ 1477 1472

:—4Idt+jﬂdt

(t+;j(t—2)

——4;—2] j

2
=—4t—2In t+% +81n|t—2|+c
= —4tan£—21n tan£+l +8In
2 2
3)
2t 2t

tanf—Z
2

=

147

6t +4—41°

+c

tan x 1—l2 —t
= dt = dt =
Il—cosx * I 1-¢* I1+t2—1+t2 It(l—t)(1+t)

= ln|t|—51n|l—t|—Eln|1+t|+c

=In —llnl—tanﬁ—lln

X X
tan — 1+ tan—
2 2

+c



