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Integrazione funzioni irrazionali, integrali definiti
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Esercizio 1 Tramite le sostituzioni suggerite si ottiene:

. . X
(1) x=asint = t = arcsin— = dx = acostdt
a

. X
acostdtzjdt=t+k =arcsin—+k

[ = [—
Ja* —x* \a* —a’sin’t a

(2) x=asinht = ¢ =sinh™ * = dx = a cosh rdt
a

acoshidr =[ di =1-+k =sinh_1£+k=ln(x+\/x2+a2)+k

J- 1 I :j 1
Ja* +x* \Ja* +a®sinh*t a

(3) x=acoshr =t =cosh™ X = dx = asinh tdr
a

+k

asinhidi =[di =1 +k =cosh™ * +k :ln‘x+\/x2 e

J- 1 dx:J. 1
Xt -a® \a® cosh? 1 —a? a

) . X
(4) x=asint = t = arcsin— = dx = acostdt
a

2

: a .
j\/az —xzdxzjacost a’ —a’® sin? ta,’tzazj'cos2 tdtz?(t+smtcost)+k =

2

a’ Cox xadt=x?
=—/| arcsin—+——— |+k
2 a a

(5) x=asinht = r =sinh ™' % = dx = acosh rdt
a

J-\/a2 +x dx = J-acosh tNa® +a’* sinh? tdt = azj-cosh2 tdt

Si ricava facilmente, integrando per parti, che jcoshz tdt = ) (coshrsinhz+7)+k e quindi



2
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/ \ 2 [ 2 2
J- Clz+x2dx:%(81 h™ lﬁ+u]+k=%ln(x+m)+x X" +a Tk

(6) x=acoshr =t =cosh™ X = dx = asinh tdr
a

I\/xz —a’dx = ja sinh v a® cosh? t —a’ dr = azj‘sinh2 tdt

come prima, integrando per parti, si ha I sinh® tdt = %(cosh tsinht—t)+k e quindi

X+ —-a’|+k

2 ’ 2 2 2
j xz—azdx:%( X Jx?—a? —cosh™ j+k—%—%ln
a’ a

Esercizio 2 Calcolare i seguenti integrali irrazionali:

(1) Posto x=1>=t="x = dx=12¢""dt siha

jl t ~12¢'dr =

IJ}+I

\/_+ 2oy 2dx -3 — 44/x +12¢/x +61n (Yx ~ 12x+1)—4«/§arctan2\/\/;§_l+k

(lo svolgimento dell’integrale di funzione razionale viene omesso)

(2) Posto x+1=1"=r=Yx+1=dx=6dr siha

1—-3x+1 1-¢* 3. 2 6 ] 5
J-\/ 3 dx:.[m6t5dt:53(x+l) —56(X+1) +k

x+1+3x+1

1 2
Q)| —m——dr=|————dx= —dzzln‘z+\/z2—l‘+k=
J-\/)c2—3x+2 J. /(2x_3)2_1 '[\/z -1
=In

2x—3+4(2x=3)" —1|+k

) [ di = | [ [ |-
m J-2+xe2 T rxs2
:_V_xz"'x"‘z“‘j—l dx:—m+%arcsin2x3_l+k

9—(2x-1)°

2 _ 2 _l 2 2
(5) [V +dx+13dr = |J(x+2) +9dx—2[9ln(x+2+\/x +ax+13 )+ (x4 2)4x +4x+13}+k



(6) j\/—x —x+ a’x——J‘\/ (2x+1)* {Sarcsm f/gl+(2x+1)\/—x2—x+l}+k

2x+2

1
(7) X =— —_—dx =
ij +2x+10 ij +2x+10 Vx2+2x+10
:\/x2+2x+10+2.[;dx—\/x +2x+10+21n(x;_1+ (XT”)ZH}%

dx+ ZJ.

(x+1)"+9

(8)! C+x :_J. 2x x +1)

V=xt+3x7 - V=xt+3x7 -

ora posto t = x” = dt = 2xdx si ottiene

2x x +1)

_'[\/ —x* +3x% - __'[\/ —t* +3t—

I —2t+3

5 1
dt+— —_— dt=
\/ —1* +3¢— 4'[\/—t2+3t—2

J'\/ 2t 3
= —l\/—x4 +3x* -2 +§arcsin(2x2 —3)+k
2 4

. . x—=2 x22 .
Esercizio 3 (1) Dato che |x— 2| = 5 5 si ha che
-x x<

2 x=2 2 x=3
ﬂx 2|dx I 2 X dx+j xX— 2 dx—{Zx—x—} +{x——2x} :l+l=1
1 2 2 2 2

x=1 x=2

) sinx O0<x<rxm
(2) Dato che |sm x| = ) si ha che
—sinx Z<x<2w

b 2z
j|sinx|dx= J.sin xdx + J. —sinxdx =[~cos x| +[cosx] " =2+2=4
0

2Inx 1 =
3) j—dx_ “In’x| =-In%2
X 2 - 2

1



(4) Integrando per parti si ottiene

3 3 2

jln(xz—x)dxz[xln(xz—x] _IZxZZ—xd =3In6-2In2- ij —2x+x
2

2 5 X —X x —-X
3
X x=3 dx
:3(1n3+1n2)—21n2—j2+x(x_l)dx:31n3+1n2—2[x]x_2_.Z[E:
=3In3+In2-2-[In|x-1|]" =3In3+2

3 3 x=3
X x+1-1 1 2 3 4 4 8
5) dx = dx=|Nx+1- dxz{—%/ x+1 —2\/x+1} =—+—==

'([x+l o Vx+1 '([ Vx+1 3 (x+1) - 3 3 3

i —x i\/Tx 1+xdx:j\/ _J‘ Ji1-cos’s cos’t . t:”f SNy

x V1 1+x y 1+x 1+cost o 1+cost
Z(1- 1 7 .
- I( cost)( +COSI)dt=j(1—Cost)dt=[t—sint]x:oé=£—1
0 I+cost 0 = 2

Esercizio 4 (a) Supponiamo per assurdo che f(x)>3 Vxe[0;5]. Allora, dalla monotonia

dell’integrale segue che

jf(x)dx2j3dx=15

0

da cui I’assurdo.
(b) Dal teorema della media esiste x, € [0 5] tale che 5 f xo J. f(x dx 10 cioe f (xo):
(c) Supponiamo, ad esempio, che f(x) & strettamente crescente nell’intervallo [0;5] e che per

assurdo f(x)22 Vxe[0;5]. Per ipotesi f(x)#2 pertanto scelto x €(0;5) si ha che
f(x)>f(x)>f(0)=2 Vxe(x;5).Sihaquindi:
5 X
10=[ f(x)dx=[ f( dx+jf dx>2jdx+f X, jdx 2x,+(5-x%) f(x)>2x+2(5-x)=10
0 0 X

Esercizio 5 Sia y=r l’equazione della retta parallela all’asse x. Si ricava facilmente che la

parabola interseca la retta nei punti di ascisse x =%, |— . Pertanto I’area del segmento parabolico ¢
a



cioe la tesi.

Esercizio 6 Chiamiamo A 1’area cercata. Le due parabole si intersecano nel punto di ascissa x=0 e
hanno il vertice sull’asse x rispettivamente nei punti di ascissa x=-2 e x=2. Poiché per
—2<x<0 Tarea cercata ¢ delimitata da p, e I’asse x mentre per 0<x<2 ¢ delimitata da p, e

I’asse x si ha che

0 2 3 x=0 3 x=2
A= [ (¥ +ax+d)dx+ [(X —4x+4)dv=| " +20" +4x |  +| -2 +4x _8,8_16
3 3 33 3
-2 0 x=-2

x=0

Esercizio 7 (a) Dal cambio di variabile t =—y si ha

F(=x)= [ f(t)dt==[ f (=y)dy = F (x)

0 0

Esercizio 8 La funzione f (x)=sinx+1 & ovviamente periodica di periodo 27 tuttavia F (x) non

lo €. Infatti
F(x)= I(Sint+1)dt = [—cost+t]:) ——cosx+x+1
0

che non ¢ periodica.
Per trovare condizioni necessarie e/o sufficienti affinché cio accada ragioniamo nel seguente modo:

vogliamo che se f & T-periodica allora F(x)=F(x+T) Vx o -equivalentemente



x+T x+T

J. f(t)de = J. f (¢)dt e quindi .[ f(t)dt=0. Cio¢ f(x) deve avere “media nulla”. Pertanto se f&
0 0 X

x+T

T-periodica allora F (x) =|f (t)dt € T-periodica & I f (t)dt =0.

O ey =



