AM2: Tracce delle lezioni- II Settimana
ELEMENTI DI TOPOLOGIA DI R™»

1. O C R" si dice aperto se Yue€ O Ir>0: D.(u) CO.

Indicheremo con O la famiglia degli aperti di R™.

Esempio.

Se f € C(R™) allora {z : f(z) < ¢} é aperto per ogni ¢ € R. In particolare,
n 2

B,(0) = {x : ||z|| < r} é un insieme aperto, perché la funzione zr — ||z|| = T

é continua (cié segue anche dal fatto che |||z|| — ||ly||| < ||z — y||). Pitd in generale,
2. feCR) & ( 0e€e0 = 10)eo ).

=: siax € f71(0), ovvero f(z) € O e quindi B.(f(z)) C O per un € > 0. Ma, per
continuitd, esiste & > 0 tale che f(Bs(z)) C B.(f(x)) C O e quindi Bs(z) C f~1(O).
<: fYBJ(f(x)) aperto = 35 > 0 tale che Bs(z) C fYBA(f(z)) =
f(Bs(x)) C Be(f(z)) che dice appunto che f é continua in x.

3. I C R" si dice chiuso se F' (il complementare di F') ¢ aperto
Ad esempio, f € C(R") = {x: f(x) <} é chiuso per ogni ¢ € R. In partico-
lare, una palla chiusa é un insieme chiuso.

4. 1) 0,€0 aecA AyCA finito = U 0,0 e Nn O,€0

acA acAg
(ii) Ogni aperto é unione numerabile di palle aperte (o chiuse)

(iii) Se O, € O, esistono ay, j € N tali che JO, = U O,
« j

Prova. (i)z € U O, = Ja,3D,(x): x € D.(x) COzC U O,.

acA acA
Poi,se z € N O, esistono D, (z) C Oy, a0 € Age D(x) C N Dy C N O,
acAy a€Ay ) a€Ap
(ii)Sia Do :={D,(z) CO: reQ,xzeQ"}; Dpénumerabile. EO= | D.

DeDo
Infatti, se Ds,.(2) C O, allora & € Dy(x) € Do ove q € (r,2r) e ||z — | <.
(iii) Sia D, := Dp,, O := UO,. La famiglia D := UD, C Dy é numerabile.

Indicata D = {D; : j € N}, sia D; C O,,;. Allora O = U;D; C U;0,, C O,
5. (i) F, chiusi, Ag C A finito = N F, e U F, sono chiusi
acA acAg

(ii) I Cc R" é chiuso & (weF, uy,—ru = wuelk)



Prova.

() (mAFa)zua@eo e (Uﬂ)zﬂFAEO
ac

aeA acAy aEAp

(i) =: wé¢F = Ir>0: D,(u) C F' mentre uy € F N D,(u) definitivamente.

<: Per assurdo, esista u € F” tale che : D,(u) N F é non vuoto per ogni r > 0,
e quindi Vk, I ug ED%(u)ﬂF . MaukEFﬂD%(u) = u,—pu = u€ekl.

6. B C R" si dice limitato se esister>0: BCD,

7. K C R" si dice compatto se ogni ricoprimento aperto di K ammette un
sottoricoprimento finito: cioé, se O, € O,a € A,

KcUO, = 3Ja,...,q taliche KC U O,

7=1,...,1 !

PROPOSIZIONE 1 Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
(i) K é chiuso e limitato

(i) €K = dr,rveK tali che z, —; o

(iii) K é compatto

Prova.(i) = (ii): wp = (Tg1,...,Ten) € K = supy |z, < +oo  per tutti i
j=1....n = 3k, I x1,...,2p: Tp,; —ix;jperj=1,....n = u —;u
u=(x1,...,2,) € K perché K é chiuso.

(ii) = (iii): Dal punto 3-(iii) sappiamo che possiamo supporre A = N. Sup-

k
poniamo, per assurdo, che per ogni k € N esista z;, ¢ Z.L:J1 O;. Sia xp; —; v € K.

o0

Siccome K C U Oy, esiste ko tale che x € Oy, e quindi x, € O, per j grande,
i=1

mentre xy, ¢ O; se i < kj.

(iii) = (i): Siccome K C OLj D;, ove D; é la palla di raggio i € N
i=1

e centro l'origine, K C D; per qualche i. Proviamo ora che K’ é aperto. Sia
¢ Kequndi K C R"\ {2} =U{z: [z — & > £} e quindi
k

N
Kc U{z:||lz—2|| >4} =={z:|le — & > +}. Dunque Bi(i)C K’
k=1

N



TEOREMA fe C(K,R™), K CR" compatto =  f(K) é compatto.
In particolare , se m = 1, esistono u, we€ K : infxf = f(u), f(@) = supg f.

Prova. y; = f(z;),z; € K,j € N, K compatto = Jz;,, x € K tale che z;, —, .
Ma f continua = y,, = f(z;,) —& f(z). Dunque f(K) é compatto.

Variante di Weierstrass Sia F' C R™ chiuso. Sia f € C(F) tale che
(i) (coercivitd) wu, € C,||u,| —n +00 = f(u,) —n +00
(ii) (semicontinuitd inferiore) wu, € C,u, —u = liminf, f(u,) > f(u).

Allora Ju € C tale che flu) = irC1f f

Infatti, se u, € C, f(u,) —, i%f f, allora u,, é limitata in virtu della coercivita, e

quindi si pu6 supporre, passando eventualmente ad una sottosuccessione, che w,, con-
verga a qualche u € C' (perché C' é chiuso). Da (ii) segue irclff = lim,, f(u,) > f(u).

Definizione f: A — R™ éuniformemente continua (UC)in A CR"
sse Ve>0,30.>0: (uwyvekl, |lu—v||<éd = |flu)—Ffv)]<e

ESEMPIO Le funzioni Lipschitziane: f € Lip(E,R™), E C R" se
AL>0: [f(u) = f) < Llju—vl| Vu,ve€E
(Heine-Cantor) f € C(K,R™), K CR" compatto = f¢éUCin K.

Prova. Semno, deg > 0, u,,v, € K, ||un—vn||§%: Il f(un) — f(vn)|| > €o -
Passando eventualmente a sottosuccessioni, possiamo supporre che u,, — u, v, — v
per certi u,v € K. Per continuité: |f(w) — f(v)]| = €. Ma |ju—ov|] <

|lu — wn|| + ||n — vnl| + ||vn —v|]| VR = w=wv, contraddizione.
CONNESSIONE

A CR"™ é connesso per archise Vu,v € A, esiste un cammino continuo
v € C([0,1], A) tale che :  7(0) = u, y(1) = v.

Proposizione. f € C(E,R™), E C R" connesso per archi = f(FE) connesso
per archi. Se m =1, f(E) é un intervallo (f ha la proprietd del valore intermedio).

Prova. Sianoy; = f(x;),z; € E. Se v € C([0,1], E) con v(0) = z1, (1) = xo,
allora 5 == f o~ € C(0,1], /() e 5(0) = y1,4(1) = yo. Infine, se m — 1,
7 € C([0,1],R) e quindi (teorema del valore intermedio) 4([0, 1]) é un intervallo.



LIMITI PER FUNZIONI REALI DI PIU VARIABILI REALI

Siaf: A—R,ACR" D,(u) = D,(u)\{u}. Siaug tale che D, (uo)NA # §¥r > 0.
Allora

lim f =1 & (Ve>0, 36.>0: ue ANDs (ug) = |f(u)—1<e)

u—uQ

lim f =400 & (VM >0, 36 >0: ueAND;s(u) = f(u)> M)

Se D/ NA énon vuoto per ogni r > 0, allora

lim f=101<« (VMe>0, JR.>0: u€cA |jul|]>R=|f(u)—=1<e)

||| =00

f =400 & (VM >0, 3Ry >0: u€ A, ||lul| > Ry = f(u) > M)

|[u]|—=+o00

Come per le funzioni di una variabile si vede facilmente che

(i) f halimite [ per u tendente a uy (|u| tendente a +00) &
(up € A, up # ug, up — ug (Jup] = +00) = flu,) — 1)
(i) (Cauchy) f ha limite finito [ perutendente a ug
(Ve >0, 36.>0: w,v€ ANDs. (ug) = |f(u)— fv)| <e)
f halimite [ per |u| tendente a +00 &
(Ve >0, dR.>0: u,v € A, |u|,|v] >R = |f(u)— f(v)| <e)

DUE ESEMPI . (i) Sia f(z,y) = =2 se z2+y*#£0.

x2 +y2

Dalla NOTA-(i) si vede subito che lim f(u) = f(ug) Yug #0.  Invece,

uU—uUQ

. : 3 . g 73:3/
}LILI(I) flu) e Iulliriloof(u) non esistono:  f(tz, ty) = Eawy:

(i) Sia f(z,y) = 2 g0 224 y? #0. Come sopra, lim flu) =
u—ug

2 +y2

f(ug) Yug #0. Ed é anche lir%f(u) =0 | o2y | < ol < \/x2+y2_;

x2+y2 2 2

Poi, | |lim f(u) non esiste: f(r,2) = § =4t £00.
u|—-+o00



COMPLEMENTI E ESERCIZI

1. Se F4 é la classe dei chiusi contenenti A, A:= () F si dice chiusura di A.
FeFqu
A é1il pit piccolo chiuso contenente A e reA & Jr;e A oz -

Prova. Sia 2 € A e supponiamo, per assurdo, che non ci sia z;; € A tale che z; — .
Allora esiste 7 > 0 tale che B.(x) N A = (. Ma allora (B,(r))" , essendo un chiuso
contenente A, contiene A, che contiene z: assurdo. Viceversa, se ;€A x; =
e F é un chiuso contenente A, allora x € I e quindi, per Parbitrarietd di F', x € A.

2. La frontiera di E é l'insieme OF := {2z : B.(x) N E # 0 # B,(z) N E}.
3. 0F=0F' e FE=FEUOJE.

4. Se O é aperto in R™ e v € C([0,1],R") tale che ~(0) € O e ~(1) ¢ O,
allora esiste ¢t € (0,1) tale che y(t) € 00.

Infatti, I:={te[0,1]:7(s) €O Vs <t} contiene, per continuitd, ¢t = 0.
Posto ¢ := sup I, risulta (t) € 00. Intanto, y(t) ¢ O perché, altrimenti v(t) € O
per t € [t,t+ 6] per un 6 > 0. Poi, v(t,) € O e t, <t e quindi, se t,, —, t, y(t) € O.
Dunque (t) € O\ O = 90.

5. Sia f: E— R. f sidice localmente costante in E se
Ve e E, 3B,(x) taleche f ¢ costantein B,(z)NE

Notiamo che una funzione siffatta é necessariamente continua in F.

6. f localmente costante in F connesso per archi = f é costante in E.

Prova. Sia, per ogni € E, B,(;)(x) tale che f sia costante in B,)(x). Siano
x,y € E e sia~y cammino da z a y. Notiamo che (fo+v)([0, 1]) é un intervallo, perché
f o~ é continua. Estraendo da  {B,)(x) : « € 7([0,1])}, ricoprimento aper-
to del compatto ([0, 1]), un sottoricoprimento finito, deduciamo che (f o v)([0, 1])
é un insieme finito di punti, che, trattandosi di un intervallo, deve ridursi a un punto.

7. Una f € C(E,R™) é Lipjo.(E) se Vx € E, 3B, (x) tale che f € Lip(B, ) (x)).

8. Lipie(K), K compatto = f € Lip(K). Se no, dz;,y; € K :

I f(z;) = f(y)| llz; —y;l|7" — 4+o00.  Passando eventualmente a sottosuccessioni,
possiamo supporre che z; —; v € K,y; —; y € K. Siccome f é limitata, nec-
essariamente |z; — y;|| — 0 e quindi # = y. Ma x;,y; € B, (x) per j grande e
[ € Lip(B,(z)(x)), contraddizione.



