AMZ2: Tracce delle lezioni- IV Settimana
I1 TEOREMA DEL VALOR MEDIO
Sia f € C*(O,R), O aperto convesso in R™. Allora

[f(w) = f(o)| < [lu—l| ti%li]llvf(vﬂ(u—v))ll

flo+tlu—w))] dt| =

&\&

1
Infatti | f(u) — _ /
0

|/ <Vfw+tlu—v)),u—v>dt| < |lu—2| sup |Vf(v+tu—v))
0 te(0,1]

Corollario 1 Sia f € C'(O), O aperto connesso per archi. Allora
Vfu)y = 0VueO = f=cost. in O

Prova. Fissati w,v € O , sia € C([0,1],0),7(0) = u,y(1) = v. 1l teorema del
valor medio implica che f é costante sui dischi. Siccome ~([0,1]) é compatto, pud
essere ricoperto con un numero finito di dischi, su ciascuno dei quali f é costante.
Dunque f oy assume un numero finito di valori, e quindi esattamente uno perché

(f o¥)([0,1]) é un intervallo.

Corollario 2. Sia f € C'(O,R™) . Allora f é localmente Lipschitziana in O:
V Bi(z0) € O,3L = L(r,zo) - |If(z) = f(WIl < Lllz =yl Va,y € Br(xo)
Prova. Intanto, dal Teorema del valor medio

[fi(e) = i) < sup VLG lle—yll YV 2,y € Bi(zo)

z€Byr(z0)

Quindi, presi z,y in B,(zg), risulta

-\ Afi
JERUIE SR O b o vl [T )
i=1j=1 [2€Br(z0) | VL]
Corollario 3. f € C'(O,R™) é Lipschitziana sui compatti di O :
VK C O compatto 3L = L(K) : If(x) = fWI<Ll|zr—y| VvV z,yekK



DERIVATE SUCCESSIVE

Sia.  f e CY(O,R), O Cc R™ aperto. Se e sono a loro volta

derivabili, allora

_or 0 of
N (%18% o 8[EZ 8xj’

fxiwj

,7=1,....n

sono le derivate seconde.
Se fuz, € C(0), Vi,j=1,...,n, fsidice di classe C*(0).

LEMMA DI SCHWARTZ

P = 2 )
&ciaxj N &Uj@xl

fec*o) = Vi,j=1,...,n, YreO

Prova.  Sia, per semplicitd, n = 2,(0,0) € O. Per § > 0 piccolo, sia:

1 é
Is ::/ (/éfygi(l«,y) dy) d:v:/[a‘;(:v,d)—gi(x,O)] dz =
[f(5,5>—f(O,(;)—f(é,O)—i-f(0,0)] -

) é 0
!W%w—%mmw:!&i%mwm)@

Siccome x — [ fyz(x,y) dy é continua, per il teorema della media
0

0 0 0
dxs € [075]: I5:/ (/fym(x7y) dy) dr =9 (/fyz(xc?ay) dy)

Ancora dal teorema della media: Jys € [0,6] 1 I5 = 6% fy.(xs, ys5) e quindi

Is

ﬁ 50 fyx(oy 0)

Analogamente,

1) o
3(x5’y5) c [O’é]x[()’é] : ég = 512/ (/ fmy(:c,y) dy) dr = f:py(lﬁ,yé) —5 f‘,]cy(()7 O)
0 0
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MATRICE HESSIANA

Sia f € C*(0) ed indichiamo con u = (x1,...,7,) i punti di R". La matrice
n xn delle derivate seconde

82

=1,...,

¢ detta matrice Hessiana.
Dal Lemma di Schwartz: H; ¢ matrice simmetrica.
FORMULA DI TAYLOR (al secondo ordine)
Sia f € C*(D,(u)). Allora:
flu+h) = f(u)+ <Vf(u), h> + ; < Hi(u) h, h > + o ([|h]]?)
Prova. Sia u = (z1,...,2,), h=(hy,...,h,). Posto ¢(t):= f(u+th), é

p(0) = flu), ¢(1) = f(u+th)

dy - Of
E(u—kth) = ]Zl axj(u—kth)h]
dQQO "o 6f n 82]1‘
ﬁ(u—l—th) = ]Zldtaxj(uqtth)hj = ]Zl ;axiaxj(u+th)hihj —
:<Hf(u + th)h, h >
1
Ma o(1) = ¢(0) + ¢'(0) + [(1—=1)¢"(t)dt e quindi
0

flu+h) = f(u) +<Vf(u), h> +;<Hf(u)h,h> +

+ [(1=t) < [Hyw+th) = Hp@]hh> di

Stima del resto: Ve >0 30 > 0: [t| < = |fore, (0 +th) = fo0,(u)| < €=

n

| >0 [for (Wt th) = fo, ()] hihy | < n?el|h]]?

ij=1



MASSIMI E MINIMI IN PIU VARIABILI

u € R™ ¢ minimo locale libero per f < 356>0: f(u) < f(v) Yv € Ds(u)
Condizioni necessarie. Se wu € R" ¢ minimo locale libero per f, allora
i) feCYD.(u)) = Vf(u) = 0 (ué critico o stazionario per f)
(i) feC*D.(u)) = <Hiuh, h>>0 VheR"
Prova. (i) heR", [|t|<dp = f(u) < flut+th) =

0 =4 flu+tth),_, =<Vflu),h> = Vfu) =0.

(ii) Dalla formula di Taylor: Viw) =0, 0< flu+h)—flu) =

VA + P <yl T i > + o (0] = < Hylw) i o

Una condizioni sufficente. Sia f € C?*(D,(u)), e Vf(u)=0:

< H¢(u)h,h > >0 VheR", h#0, = w« ¢éminimo locale

Prova. h —< Hy(u)h,h > continua, < Hy(u)h,h >> 0 VheR", h#0, =
dm:= mithH:l < Hf(u) h,h > > 0

Quindi, < Hy(u) h,h > > m|h||* Vh € R".  Allora, usando Taylor e
Vf(u) =0 vediamo che 0<|h] << 1 =

2 h o h 2
fluth)=flu) = [[Al" [< Hf(u)ma T o (D] = [[B[I* [m + o(1)] >0
Massimi locali liberi Se invece 30 > 0: f(u) > f(v) Yv € Ds(u), wu si dice
massimo locale libero per f. Anche in tal caso, se f € C'(D,(u)) , necessariamente
Vf(u) =0, mentre, se f € C?*D,(u)), allora < Hf(u) h, h>< 0 VheR"

Analogamente, la condizione sufficente perché u sia massimo locale libero per
f € C*(D,.(u)) é che

Vfu)=0 e < Hs(u)h,h><0 VheR", h#0



Forme quadratiche
La natura di un punto stazionario v = (z1,...,x,) di f dipende dalle proprietd
di segno della forma quadratica associata alla matrice Hessiana
n 82]('
< Hi(u) h, h> =
f( ) Z (%Zax j

ij=1

(u)hlh]: h:<h1,...,hn>

Ora, Hy(u) simmetrica = Hp(u) ha autovalorireali, diciamo Ay < ... <
An- Le proprieta di segno della forma quadratica associata sono legate al segno
degli autovalori. Diamo qui una dimostrazione analitica di questo fatto.

Sia A=(a;;)ij=1, n=A" matrice nxn simmetrica. La forma quadratica associata

<Ahh>= Y ajhihy, h=(h,... ,h,)€R" si dice
ij=1

definita positiva (negativa) se <A h, h>> 0(<0), Vh #(0,0)
semidefinita positiva (negativa) se <A h, h>> 0(<0), VheR"

Proposizione Sia A = (g;;) matrice simmetrica nxn, XM\ <...<)\,
i suoi autovalori.  Allora
M= inf <Ahh> Ap = sup <Ah,h>
llhll=1 hll=1

Prova. Sia h di norma 1 tale che m =< Ah,h >= ||}zﬂ£1 < Ah,h >.
Sia f(h) = %, h # 0. Per linearita, f(h) = I}?;(I)lf(h) e quindi Vf(h) = 0,
perché f ¢é differenziabile in h # 0. E infatti

Ah < Ah,h > h

Vilh) =2 -2
Jth) =21 Ok

perché  V < Ah,h >=2Ah e V|h|> = —QW. Dunque

0=Vf(h) =24k —2< AW h> T

e quindi Ah =< Ah, h > h = mh. Dunque m é un autovalore di A, necessariamente
il pid piccolo, giacché —~ Ah = Ah, ||h]| =1 = X =< Ah,h >> m.

Corollario
(ii) A ¢ definita positiva (negativa ) < A >0 (A, <0)

(iii) A ¢ semidefinita positiva (negativa ) < A =0 (A, =0)



Esercizi e complementi

E1. Dati «, g >0, sia

flz,y) = 2" yl° se 2 +y* #0, £(0,0) = 0. E
Y $2+y2 Y Y

of _ |z1* |yl [(a — 2)a* + ay?] 2, 2 of _

S = PITEE : se a°+y°#0, %(0,0) =0

of 2™ yl” [B2* + (B = 2)y”] 2 2 of

2 0 —(0,0) =0

ay y<x2+y2>2 se xz +y # ? ay( ? )
Verificare che  f  é continua in (0,0) & a4+ [ > 2. Proviamo

ora che

(i) esiste 20,00 VhRER? & a+p8>3
(i) f  é differenziabile in (0,0) & a4+ [ >3
(iii) feC! & a+ >3 e a 8>1

(1) a+ ﬁ <3 = M = ta+ﬁ*3f(l’,y) 224420 +00 (Se ZL‘Z + y2 7é 0)

e a+f =3 = M —20,20 f(x,y) e quindi, se o+ < 3,

f non é derivabile, in (0,0), nelle direzioni h = (z,y) # (0,0). Invece,
9/(0,0) = 0 Vh e R2

a+p >3 = M —g2420 0 e quindi

(ii) Da (ii) segue che f non é differenziabile in (0,0) se «a + § < 3.

Sia o+ [ > 3.
Siccome  f,(0,0) = f,(0,0) =0

o S fz,y)
diff bil 0,0) <« ——nd)
f ¢é differenziabile in (0, 0) Nz

_>:v2+y2—>0 0

Siccome
Wl sesy
04237 Ol+ﬁ>3 = mg(x +y)2 |y| _)$2+y2—>00
basta considerare il caso «, 5 € (0,3). Posto - %ﬁfs
allora 7€ (0,;min{a, 8}), o+ f —2r =3 e
2 (a=r) |y 26-)] ?
f(x,y) ‘LL’|3 o |y‘§ T T T T T
7\/1‘24—y2 - x2+y2 ’x‘ ’y| S |£L” |y| _>z2+y2_>00



di nuovo in virtd di ().

(iii) Da (iii) segue che fnon é C'se o + f < 3. Sia «a + 3 > 3.

of x| Jyl?

Comein (i) a>1, a+ >3 = |0.r|_ 2y

_)x2+y2ﬁ0 0

mentre, se  «a € (0,1) e v >> 1 risulta

af
ox

tﬁ—Q—"/(l—Oé) [(a I 2) t2’7_2 + a]
(1242 4 1)2

(t’Y’t) = —t—0+ +OO

Analogamente,  f, —,24,2.00 sse a+ 3 >3 ef >1

E2 Dati «a, >0, sia

_ =yl

g(z,y) = pER— se a2 +y? #£0, g(0,0) =0 E
dg _ |z]* Jyl” (@ = 4)2* + ay?] 2, .2 dg _
or z (7 + y?)? o Ty A0 5,00 =0
dg |z]* Jyl? [Bz* + (B = 2)y?] 2 .2 dg
= = 0 —(0,0) =0

Provare che
(i) g ¢ continuain (0,0) & a4+ 20 >4
(ii)  esiste %(0,0) VheR? & a+ >3
(ii) ¢ ¢ differenziabilein (0,0) < a+25>5 e o+ [ >3
(iv) geC! & a+28>6 e a, f>1
(i) Se a+28 < 4, gtz t?y) = t*t?~4g(x,y) non va a zero al tendere
di t a zero (se 22 + y* # 0) e quindi g non é continua in (0, 0).
Sia dunque o + 23 > 4.

(=1 B , ,
Se  flwy) := RS ¢ glwy) = f(a%y) —epem0 0 perché
S + B > 2 (vedilesercizio 1) e quindi g ¢é continua.

.. tr.t _ o |y|B
i) a+p8 <3 = iz > v — gatB-3 7!2314 LZ_”LJQ —p2i20 00 €

a+p =3 = M — 221420 \xl}lylﬁ (se 22 +y?> # 0) e quindi,
a+p <3 = fnon éderivabile, in (0,0), nelle direzioni h = (z,y) # (0,0).

a+f >3 = MW, 000 = 20,0 =0 VheR




(ili) Siccome ¢,(0,0) = ¢,(0,0) = 0

L o 9(z,y)
¢ differenziabile in (0,0 & === .2 0
g ( ) /72 ¥ y2 24+y2—0
Siccome a+28 <5 = gt(j 3-23:4 = o205 ﬁ non tende a zero al tendere

di t a zero, g non ¢ differenziabile in (0,0) se « + 26 < 5. Inoltre da (ii) segue
che g non é differenziabile in (0,0) se o+ < 3.
Sia dunque o+ 8 >3 e a4+ 206 > 5. Da(i)e (x) segue:

LGS 7) I C N el 7 o il 7 ¢

a>1, a+260>5 = =
- 5 \/x2+y2 \/x2_|_y2 x4+y2 — :L-4_|_y2

_>1’2+y2—>0 0

1
2

Bt+a—1
g(:}c,y) . |y| < |y|°‘+ﬁ*3 — 22420 0

a<l, a+f>3 = = l

VTR E it

(iv) Se a <1 e v >>1 risulta

o g2

x? + 12

99 1y 4y _
%(t 7t) -

tF=2770=2) [(q — 4) Y72 + @)
(t4772 + 1)2

—_0+ +00

Se [ <1 e v >>1 risulta

29 109 (3 4 (5 - 2)
afy(t,t”) = (1 + t2-1)2 im0+ 00
Da (iii) segue che f non é C! se a + f < 3. Inoltre, g—i(t,tQ) =

% t*+20-6  pnon tende a zero al tendere di t a zerose o + 28 < 6 e

quindi neanche in tal caso f ha derivate parziali continue in (0, 0).
Siano quindi  a,8 > 1, «o + 20 > 6. Da (i) segue

dg z|* !yl (o — 42 + ay?

|%| = zt + y? zt 4+ y? Zatyr—0 0
dg ly|? |a]*
|ay| S 5 $4 + y2 _>ac2+y2—>0 0

E 3. MASSIMI E MINIMI

1. Sia flz,y) = (2% +y?)? = 2(2° — y?)
E fo = da(2? + y?) — 4x, fy=4y(z*+9*) + 4y
fwx = 4(1‘2 + ?/2) + 8[E2 - 47 fwy - 8[[’y, fyy = 4(ZE2 + y2) + 8y2 + 4

Punti stazionari:  (0,0), (%1,0)); det H(£1,0) >0, det H(0,0) <0; (%1,0)
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sono minimi globali: ||u|| — +o00 = f(u) — 400 ; (0,0) é una sella.

2. Sia g(z,y) =2*+y* — 3ay.
Notiamo che Vg=0 & 2=y, y>=2x equindi (0,0),(1,1) sono gli unici
punti critici di g. Poi
Gz = 6, gyy = 6y, g2y = —3 € quindi

- H{(0,0) ha autovalori +3 e quindi (0,0) é di sella

- Hf(1,1) ha autovalori positivi e quindi (1,1) é di minimo, infatti il punto di
minimo assoluto di g.

C 1. Provare che se f € Lip,,.(Q2) allora f é Lipschitziana sui sottoinsiemi K
compatti di €2.

I )= Fupll

Supponiamo il contrario: esiste K ed esistono z;,y; € K tali che TEm j
J J

0.
Siccome f ¢é limitata in K, dovrd risultare ||z; — y;|| —; 0. Passando a sottosucces-
sioni, possiamo supporre che

1f(2;) — f(y)]l
25 — 5l

JreK: x;,—;%, Yy —;7I, j

contraddicendo la Lipschitzianitd in B,(Z) per qualche r > 0.



