AMZ2: Tracce delle lezioni- V Settimana
INTEGRALI DIPENDENTI DA PARAMETRO

DIPENDENZA CONTINUA

Sia f € C(K x (a,b)), K C R"™ compatto, —o0o < a < b < +o0. Se f é
equidominata in (a,b) (dominata uniformemente al variare di x in K), cioé

b
dg € C((a,b)) - |f(z,t)] <g(t) Vre K,te(ab) e /g(t)dt < 00, allora

a

T—T0

b b b
T — /f(x,t) dt é continua in K :  lim /f(x,t) dt = / lim f(x,t)dt Vzoe K
T—T0

b b
Prova. Notiamo innanzi tutto che [ |f(z,t)|dt < [g(t)dt < 400 Vx € K. Poi,

b
fissato €, da [ ¢(t) dt < +oo e dalla continuitd di f sul compatto K X [a,, b.] segue
che esistono a, > a, b, < b, 6. >0 tali che

€

th € [(167 be],Vx € KﬂBge (f)

[ ot [ g <& e 15— <
a be

Quindi

Jﬂ%ﬂ—f@ﬁdt >

Qe b be
< 2/g(t)dt+Q/g(t)dt+/|f(x,t) —f@, )| dt < §+ €
a be (€23

ESEMPIO 1 (integrale di Dirichlet). — f(z,t) = e ¢ >0, = >0, 6
equidominata in (0,4o00) per z > x > 0:

—+o00
If(z,t)| <e ™ Vt>0, 2>2>0 e /e’@dt:
0

< +00

8 |~

+oo |
equindi  h(z):= [ =le7™dt ¢ continua in ogni z > 0.
0

Non si pud affermare la continuita in x = 0 perché manca '’equidominatezza, che
comporterebbe, in particolare, [;"> S‘tﬁ dt < [ gdt < oo, mentre si sa che

—+00
0

sint

t

dt = +00. Proviamo con un argomento ad hoc la continuita in x = 0.

1



‘. oo
Scriviamo G(t) = [ *27dr, G(oo) = [ *27dr e quindi |G(t) — G(oo| < eset > ..
0 0

Notiamo anche che G ¢é limitata: IM tale che |G(t)] < MVt > 0. Integrando
per parti ed effettuando quindi il cambio di variabile s := tx otteniamo

“+o00 “+o00

+o0o
t t
ﬂ e "t =z / G(t)e ™ dt = /G(i)efsds — o0t /ﬂd
x
0

+o00 +oo | +o00
perché [ G(2)efds— [ ®tdt = [[G(2)— G(o0)]e *ds e
0 0 0
0 0o
| J[IG(2) — G(o0)]e™%ds| < 2M 1 — e, J |G(2) — G(oo)e™*ds < € se % > t..
0 b
Concludiamo osservando che é anche

—+00

sint
J e
0

J +oo | +oo e
perché | [Site~togt| < § o | [ Wletrgr < [ ettt = 0.
0 19 6
DERIVAZIONE SOTTO SEGNO DI INTEGRALE.

Sia f € C(B,(zo) % (a,b)), —o00 <a <b< 400, g € R". Supponiamo che

i) a‘% esiste ed é continua in B,(zg) X (a,b)
it) dg integrabile in (a,b): |[f(z,t)|+|fe; (2, t)] < g(x) Vi 2.
b
Allora x— [ f(z,t)dt ¢é derivabile in x;  Va € B.(xg) e

b

9 )
%/f(a:,t) dt = /amf(x,t) dt

a

Prova. Sia © € B,(zo). Dal Teorema del valor medio: 37 = 7(x,t,h) € [0, 1]
tali che

b
o+ hey )t — J a0t b
“ - _/8 x,t) dt §/ gf(:L‘—I—Thej,t)—af(x,t) dt

Lj Lj

La dimostrazione prosegue poi come nella prova della dipendenza continua.



ESEMPIO 1 continuazione. Sia f(x,t) = S2t et

Tt

Siccome f e f, = —sinte™™, t > 0, x € R sono continue ed equidominate in
400 | “+o00

[z, +00) % (0,00), é vero che L [ St e~togp— — [ et sint dt.
0 0

Integrando per parti si ottiene

d sint 1
— / e dt =
dx / t 14 a2
_ +oo
In particolare, [ % e ' dt :== ¢ — arctanw. Allora, mandando x a zero e a +o0o

0
+oo
otteniamo (vedi Esempio 1) g’ b —¢ e 0=c—7%. Dunque

“+o00

int
/ % dt = g (integrale di Dirichlet)

ESEMPIO 2 (la funzione I' di Eulero).

[(s) := / e tdt, s>0
0

1
La funzione I' é definita in (0, +o00) perché [ % < 400 Vs >0 e e "¢
0
va a zero, per t che va all’infinito, pid rapidamente di ogni potenza di % Inoltre,

(t,5) — t*"1 e7' é equidominata se s € [s,35], s > 0, e quindi I'(s) é continua.

Siccome %ts_le_t =t"tlogte™t ¢éugualmente continua ed equidominata, T
(o]

é derivabile, con T'(s) = [ t*tlogte tdt, s>0. T éinfatti C>°. Ad esempio,
0

["(s)= [ t*7' (logt)? e tdt (T é strettamente convessa). Infine, integrando per
0

parti, I'(s) =
() =1,

o—g

oo
tletdt = 1 g t*e ' dt = 1I(s +1). In particolare, siccome

Fn+1)=n!
Il comportamento asintotico di n! é descritto dalla  Formula di Stirling

+oo
1 t2
[(s+1) = s*T2¢° [/ ez dt + o(1)

— 00

, per s — +00




CONVOLUZIONE Siano f,¢: R — R, ¢ € Cj (cioé ¢ é continua e nulla
fuori di un compatto) f continua. Allora

(f * o) /fx— /f (x—t)dt = (p=f)x) 6 C° e
oo o d d*¢
pely = [frpelC® e —S(fxe)a) = (f* 7))

Prova. Scrivendo t = = — y, (f * ¢) si trasforma in (¢ * f). Poi, ¢’é equidomi-
natezza: se g(x —t) = 0 per |t| > R e |z| < ¢, allora

k
o FDa(z =) = 170 ¢®@ 0] < alfOlxrm, o= sup g ()

Esercizio. Provare che se f € Cy e p € un polinomio di grado n, allora f *p € un
polinomio di grado n.

Scriviamo p(x —y) = S0y an(r — y)* = S7_ br(y)2* e quindi
+o00o
- /f(y)p( dy—Z (/f )be(y dy)

REGOLARIZZAZIONE PER CONVOLUZIONE

“+o0o
Sia el 0>0, [ olx)dr =1 (¢ nucleo regolarizzante).
Sia  pc(x) = Lp(2). (successione regolarizzante)
Sia f continua. Allora fxoe =0 f uniformemente sui limitati.

“+oo
Infatti, @ (z) =0selz| > e [ p(z—y)dy =1, v € Bp = [f(x) = (f+p)(z)] =

/f T)p(r —y dy—/f z)pe(r —y) dy| <

/!f vlpe —y) dy <

sup |f(z) = f(y)] —=e=00 (f é uniformemente continua in [R —¢€, R+ €]!)
|z|<R, |[z—y|<e



APPENDICE: Una dimostrazione della Formula di Stirling

—+00

I(s+1) = stz e [/ e_é dt + o(1)

— 00

, per s — 400

Effettuando il cambio di variabile t = s7, troviamo

:/ tetdt =s° / T8¢ Tsdr = §5The™® /e’S(T’IOgT’U dr

0 0 0

e ponendo poi t =7 — 1 troviamo
F(S—i— 1) — g5l /e—s [t—log(1+1)] dt
|

Osserviamo che [t —log(t+1)] = 7 e quindi m(t) := t —log(t + 1) ha un minimo
assoluto in ¢ = 0 in cui vale zero. In particolare, |t| > 6 = m(t) > ¢s > 0. Inoltre,
m(t) > £ per t grande, diciamo ¢ > M. Si trova allora a > 0 tale che

5
/efs [t—log(1+t)] dt+/ s [t— log(lth]dt_'_ / s [t—log(1+4t)] dt <e —as

-1

Stimiamo ora lintegrale in [—d,d]: Ve > 0, 3. > 0 tale che

t2 2
<t—log(l+1t)< vt € [=6,, 0.
dye Stolos(lHD s 5 € [=0c, 4]
Dalla diseguaglianza di sinistra, ed usando poi il cambio di variabile = /53¢,

5. 5 V 3yl

/ =S [t—log(1+%)] dt < / e_QSfe =9 2te / e_xzdx
= Vs

—0e —0de 0

mentre la diseguaglianza di destra d4 allo stesso modo

5e 3=
/ e [tlos(140)] g > 9 2 ¢ / e dz
T s

5.

Combinando le diseguaglianze ottenute conludiamo che

/s S
27666 2+656

r 1
o(l)+2v2 —e¢ / e dr < s(f—i_) <o(l)+2v2+e / e dx
0 0

1
s”2e

e ci6 conclude la prova della formula di Stirling.



