AM2: Tracce delle lezioni- VIII Settimana
SVILUPPI IN SERIE DI TAYLOR, ANALITICITA’
Formula di Taylor  Sia I5(zg) = (xo — 0,20 + ), f € C*°(I). Allora
! 1 n n
f(z) = f(xo) + f'(wo)(x — o) + ... + ﬁf( (o) (z — 20)" + Rn(wo, 7)

ove (rappresentazione integrale del resto)

_ n+l .1
Ry = Ry(z0,2) = (‘Uf""o)/ (1= )" ) (4 + (1 — t)ag)dt  Va € Is(xo)
n! 0
Serie di Taylor Sia f e C®(Is5(xo)).
> %(m — )" si chiama serie di Taylor di f di punto iniziale x

SVILUPPABILITA IN SERIE DI TAYLOR

f si dice sviluppabile in serie di Taylor in x, se esiste d = d,, > 0 tale che

— [Bo)n Vr € ]5([[‘0)
n=0
400
UN ESEMPIO:  f(z) == Y ana" , |z| <r =limsup, |a,| =. Infatti
n=0

feCT((=rm) e fU(0) = nlay owero  [(2) = & L0 i <.

Si hanno ad esempio i seguenti sviluppi in serie di Taylor (Vahdl per |z| < 1):

_00 n = 1 _OO_nQn
_nz::ox 1+x nz:: a2 —ng_:o( )"z

n

log(1+4+x) = /oxld—it — /Om[i(—l)"t”] dt — i 51_41_)1 !

WEE = L 1+ 0 [nzzo( )] ZQ T1

Proposizione f € C*(l5(xq)) é sviluppabile in serie di Taylor in xy sse Ir > 0 :
R.(x,20) —n—to0 0 YV € I.(20).

N n
Infatti, dalla formula di Taylor, f(z) — Z r )(IO Yz — 20)" = Ry(x,x0).



FUNZIONI ANALITICHE

Una funzione [ si dice analitica in un intervallo aperto I se € “localmente’ somma

di una serie di potenze: Nxy €1, 3 a,,r > 0 (dipendenti da o) tali che

o0

f(x) = > an(z — )" in  I.(zo)

n=0
NOTA. f analitica in I implica f € C'°°(I) ma non viceversa:
flz)=e " sew # 0, f(0) =0 é C*, con derivate di ogni ordine uguali a zero in
x = 0: dunque f non é somma della sua serie di Taylor.

Proposizione  Sia f € C*>((a,b)). Se

M
IM, r>0: sup|fM(z)| < Mn! VneN
(a.b) r

allora f é analitica in ( ) Pid precisamente, V zy € (a,b), si ha

o0

xO)n7 Va € (IU — T, 2o + T) N (CL, b)
n=0

Dimostrazione:

_ n+l .1
Rufe, )] < 20 g
0

' — )" fHD (b4 (1)) | dt < M(M)”+1
n.

r

— 0

La somma di una serie di potenze é una funzione analitica

Sia  f(z) = 20 Ay 2"

. |z| <r:=limsup, |ag|*)"'. Sianor < 7 < r. Ora,
|z K

limksup\akﬁ < i = Jk: lajik] < leJrk, Vk>k, VjeN
Poi, f0(x) = 5 4y ad = |fW@)] < 5 L Lsek >k, o] <
Usando ora la formula J;O (Jj,k)' T = ')k+1 Vx € (—=1,1), otteniamo
) < K TR

™1 —r

R T (7 = ) Vk 2k, |zl <t

Dalla Proposizione precedente segue che f é sviluppabile in serie di Taylor (di raggio
di convergenza almeno 7 — r) attorno ad ogni punto dell’intervallo [—r, ]



Principio di identitd  Siano f, ¢ analitiche in (a,b). Allora
Jz € (a,b): f™(zg) = g™ (z0) VneN = f =g in(a,b)
Dall’analiticitd: 36 > 0: f(z) = g(x) Va € (z9—Jd,20+0) e quindi
V=sup{z <b: f(t) = g(t) Vté€[rg,z]} > zo+ > x0

Ora, z < b = f =gin [zg,2] = f™(2) = ¢™(2) in [20,V), Vn.
Se fosse b’ < b, sarebbe , per continuitd, f™ () = ¢™ () V¥n e quindi f =g
in un intorno di ¥, contraddicendo la natura di sup di v'.

Zeri di funzioni analitiche = Una funzione analitica in (a, b) e non identica-
mente nulla, ha, in (a, b), solo zeri isolati.

Se  z, —, x € (a,b), f(z,) = 0 ¢é f(r) = 0 ed inoltre, per
il teorema di Rolle, Jx!,  trax, ex  tale che  f'(2)) = 0 e quindi
f'(x) = lim, f’(2!) = 0 Iterando I’argomento, si trovano, per ogni k € N,  z¥
zeri di f®) che convergono a z e quindi f®(z) = 0 Vk e quindi f=0.

SERIE DI POTENZE NEL CAMPO COMPLESSO

1. (Cauchy-Hadamard) Sia a, € C, 1r:= [limsupn]an]ﬂil . Allora

o0
z€C, [zl<r = ) |a,2"| < +oo, |z| >r = la serie non converge

n=0

r:= raggio di convergenza, D, :={z: |z| < r}:= disco di convergenza .

UN ESEMPIO. S 2" converge in 2] <1 e S o= L
n=0 n=0

1—z

2. La funzione esponenziale in C.

o0 Z’ﬂ

exp z = — converge Vze C
= n!
Proprietd di exp z: (i) exp(z4+w) = expz expw Vz, w €C.
Infatti, exp(z4+w) = > ru) 5 (4 ¥ -t 27w) = (vedi 3.3 nei Richiami..)
n=0 " n=0 " jfk=n "
[e'¢) Zj wk [e9) Zj e wk
:Z(AZ ?F):(Z ?)(Z E)ZGXPZGXPIU
n=0 j+k=n n=0 n=0



(i) = —expz, =€ R é prolungamento continuodi r —e",r € Q.

Infatti, (expz)? =exp(pz) Vp € N, 2 € C ,expp = (exp 1)? =: €?, (exp(%))p = e.
Dunque exp (%) = ev.

(i17) exp(—z) = (expz)™!, expz = exp z, |exp (it)] =1 VteR

N, zn . zn
Infatti: expzexp(—z) = 1; expz = Nl—ig-loo nZ::O == N1—1>I£oo PO exp z;
lexp (it)]> = exp (it) exp (it) = exp (it) exp (—it) = 1.
3. Formule di Eulero exp (£it) = cost £ isint VteR
g — exp/(it) —.exp(—z‘t)’ cost — exp(it) + exp(—it) VieR
21 2
Da exp (it) = § (’Z), segue
n=0 "
[ee) t2n [e'¢) t2n+1
Re (exp it) = nz:,;(—l)n(%)! =cost, Im(exp it) = T;(—l)nm = sint
Dalle formule di Eulero segue che  exp(2kmi) = 1 Vk € Z, e quindi
-exp (it), t€ R é 2m-periodica, exp (z+iy+ 2mi) = exp (x + iy),
-lz2l=1 = 3lte(—mn|: z = exp(it)
4. Funzioni circolari ed iperboliche sui complessi
00 ZQn o) 22n+1
oS z nz:%( ) o) sin z nz:%( ) Gnt 1) z
1 fe’e) Z2n+1
sinh z := §(expz —exp(—z)) = nzz%)m Vze C
he = Loz fop(-a) = 3 A VieC
coshz := —(expz +exp(—2)) = z
equindi (i) exp(iz) = cosz+isinz, exp (—iz) = cosz—isinz
__ exp(iz)texp (—iz) _ exp(iz)felxp(fiz) = sinh(iz)

(i) cosz = TR = coshiz, sinz = > -

Da (ii) segue: sinz,cosz sono funzioni 2m-periodiche mentre sinh z,cosh z sono
2mi-periodiche. Inoltre, sin?z + cos®z =1, cosh®?z — sinh?z =1



5. Definizione di argz, logz, 2€C

Dato z € C, argz (argomento di z) ¢ 'unico reale in (—m, ] tale che
z = |z| exp (iargz)
Notiamo che, per periodicitd, z = |z| exp (i(argz + 2k7)) Vk € Z. Scriveremo
Arg z = {arg z +2km, k€ Z}
Ora,dato weC, w #0
expz = w < exp(Rez) exp(iImz) = |w| exp(i arg w) <
exp Rez = |w| e Imz — argw € 2nZ cioé

expz = w < z €{log|lw|+ i Argw}
Porremo Logw = {log|w|+ i Argw} VYweC, w#0

La funzione logw := log|w|+ i arg w si chiama valore principale del logaritmo.

Esempi. Logx = logz + 2kmi, Yx >0, Logx = log|z|+ (2k+ 1)mi, Vx <O.
log (—1) =mi, logi = Zi, Log(1—1i) = logv2 + (2k — )i

Esercizi. (i) Log (z2w) = Logz + Logw ove, per ABCC, A+ B =
{a+b: a€ A, be B}. Infatti Arg (2w) = Argz + Argw.
(i) Log (—z) = Log z + mi vz #0.
(iii) Trovare l'errore in 22 = (—2)> = Log (2)> = Log (—2)* =
Logz+ Logz = Log(—z)+Log(—z) = 2Logz = 2Log(—z) = Logz = Log(—z).

6. Potenze in C Sew,z€ C,w #0

w® := exp (z Logw) = exp {z [log|w| + i(argw + 2km)]} kel
Esempi. Sia z =n € N; w" = exp {n [log|w| + i(argw + 2kn)]} =
exp{n log |w|} exp{ni(argw + 2km)} = |w|" [exp { i(argw + 2km)}" =wx...X
w (n volte).

1 1 :

Sez=12 neN, an = {|a|v exp i YLk =0,...,n—1} (le n
radici complesse di a).

Se z ¢ Q, a® ¢ un insieme infinito. In particolare, e* = expz

seesolose ze€Z.



RICHIAMI ESERCIZI E COMPLEMENTI

1. Formula di Taylor Sia f € C*(I5(x)). Allora

F(a) = (o) + F'@)w = 20) + .+ 1O (z0) (& — 7o) + Ralan, )

R, (xg,2) = l(x — x0)" /01(1 — )" fO D (b + (1 — t)ao)dt YV € Is(ao)

~nl

Prova. Proviamo dapprima (per induzione) che, se ¢ € C*°(]0, 1]), allora
¢'(0) LIRS 1 jfl 1 ,(n)
1) = " 1—t)" tydt (),

(T); é il TFC: (1) = @(0) + [y ¢'(t)dt. (T), si ottiene da (T'); mediante una

integrazione per parti :
1

[ewd = [a-vewa - a-newh = [a

Analogamente, (T),41 segue da (7T'),, mediante integrazione per parti:

— )" (t) dt + ¢'(0)

1 ! n—1 _(n) _ 1 ! n  _(n+1) 1 (n)
e e = [ ) e ()

Siaora |r—xo| <de @(t):= fte+ (1 —1t)xy), t €[0,1] .

PW(0) = FB 1z + (1~ o)z — )"

E

p(1) = f(z), ¢(0)= f(xo),
Sostituendo, otteniamo da (77,) la formula di Taylor per f , con rappresentazione

integrale del resto

R, (z,x0) == f(z) — [f(xo) + f'(zo)(x — 20) + ... + L [ () (z — xo)”}.

NOTA. Si ha anche

R, w0) = L2002 f0 D (F 4 (1= B)mg)  per un £ = t(x) € [0, 1],

E questa la rappresentazione del resto nella forma di Lagrange, e segue dalla
rappresentazione del resto in forma integrale e dal teorema della media.



2. Sviluppi in serie di Taylor Sia f € C*°(R). Allora

Y

f(”
Z x" Vre R

M, :=max |f"(z)] < +oo Vn = f(z

|z|<r

+1
Mt — 0.

rotl n n
fU( _t) SUP|z|<r ‘f( +1)(3§')|dt < nt11

Infatti, |z| <r = |R,(z)] <

Si ottengono subito, ad esempio, i seguenti sviluppi in serie

i 00 pn ‘ o0 g o0 L
e’ = 2o sinz = nz:%(—l) o 1 cosr = nz::O(—l) o Va
0 ,.n o0 n o 2n+l o, 9n
sinhx = ;[n_oi! — nz_:o(—l)”fl!] = 2:: 22_1_1! coshx = n:ognl
Serie binomiale (1+2z2)* =1+ ni:jlw ™ Vre(—-1,1)
Infatti, L (1+2)* =ala—1)...(a—n+1)(1+2)"" ese a, =
olabadfomntll ¢ e 1 Poi, 1—t < l+tx Vee(-1,1), te[0,1]

n!

|O‘(O‘ B 1>n' : (a — n)| ’x|n+1 /[11+ tt ] (1 +tx )afldt

= |Ba(z)] <

1
—1) .. (a—
< lole )n' (a ”)‘W+1 /(1+t:c)a—1dt -0 Vre(-1,1)
' 0

Ad esempio, per x € (—1,1), si ha

1 1 1x3x...x2n—1 = on — 1!
1l a4 (—1) =1 et
Tre gt (=) o % nl + 2L () e

1 £ 9, _ 111 | o 9l
=1 2n -1 _1) om
LD e “Ln;( T

V91— 2 n=1
+oo
2n — 110,

sinlx—/zdt—x—i—z
S SVI=2 — onll(2n + 1)

2n — 1! 2n+1

:x+z Vo 1"

sinh~tz = [ dt
) V14t o




-1l el 2042 o
2n!! ©o2n42!! T 2n41
serie di Taylor di \/1le converge, per il criterio di Leibnitz, anche in x =1 e la con-

la

Comportamento agli estremi. Siccome

vergenza é uniforme in tutto [0, 1]. In particolare, 1+ Z 1) =il — %
Poi, siccome 23;&” = O(ﬁ), le serie di Taylor di sin™'z e di sinh™" 2 con-

vergono assolutamente in 1 e —1 e la convergenza ¢ uniforme in tutto [—1,1]. In
particolare,

o o — 1 2n — 1!l

T2 @ 1)

L T
—gin'l==

1 _
SR S i Ty

Esercizio. Trovare il raggio di convergenza r  della serie di potenze

Z (2n — 1) "
n=1
Dallo sviluppo di Taylor
1 > -1
\/H-—x z:: nénn') z"  valido per |z| <1

segue (scrivendo —2x al posto di z) che

2n — 1 1 11
SO e 1 e ()
1 V1—2x 272
Dunque il raggio di convergenza é r = 3. Inoltre, sempre dallo sviluppo di Che
converge in x = 1 e diverge in x = —1, segue che la serie data converge in x = —% e
diverge in x = %
3. Successioni e serie nel campo complesso
Definizione 3.1 zn € C converge a z (2, —n 2) < |z, —z| =, 0.
Siccome |z, — z|* = |Rez, — Rez|* + |Imz, — Imz|*,  si ha che:
Zp —n 2 & Rez, —, Rez e Imz, —, Imz

Zn —n 2z & Ye>0,In.: nm>n. = |z,— zn| <e (Cauchy)

00 N
Definizione 3.2 > z, converge sse Sy := Y. z, converge.
=1 1

n= n—=
>, 2n  sidice assolutamente convergente se >, |z,| < +o0.

" —— " —sinh~'1 = log(1+V/2)



N+p
(Cauchy) Y, z, converge <& Ve>0,3N.: | X z,/<e VN>N, Vp.
n=N
In particolare, Solzn] <400 = X, z, converge ein particolare,
lmsup, |z.|n <1 = .|z <400 = Sz, converge.

3.3. Lemma (Prodotto secondo Cauchy). § |2n| + § lw,| < +o00 =
n=0 n=0

Yol > zw| < 400, DD yuwr) = (D) (Do wa)
n=0 j+k=n n=0 j+k=n n=0 n=0
N N
Prova  Siano SN = D Zn, ON = >, wy,
n=0 n=0
N
pv =D (> zjwg) = zowot(zowi+21wo )+ . A (Zown+zWN_1+. . A2ZN 1w 2N W)
n=0 j+k=n
= zo(wotwi+. . . Fwy)+z1(wo+. . . +wy_1)+...+2ywp. Dunque

lsnon — pN| =
|z0(wo+. . .+wn)+2z1 (wo+. . .Awy)+. . .Fzy_1(wo+. . . Fwy)+zn(wot. . .Fwn)—
[ZO (w0+w1+...+wN)+zl (w0+...+1UN_1)—|-...—|—ZN_1(UJQ+1U1)+ZN’LU0]| =

|z1wN+22(wN_1—l—wN)+...—l—zN_l(w2+...+wN)+zN(w1+...—|—wN)| <

n J N J
<> (D wn—gial | + X2 (Il D wv—jul | <
J=1 i=1 j=n+1 i=1
n [e.9] oo N
SISl | 5wl 31l | X fa we=(3]. Da
j=1 k=N—n+1 j>n+1 k=1
o0 o0
> [We| —Notoo 0, X 12| =Nogeo 0, X |25 < oo, 3 fwi| < o0
k=N—[Z]+1 >[5+ k=1
segue  |Sy ON — PN| —N-100 0 e quindi lij{fnpN = lij{fnsN oN.
4. Funzioni di variabile complessa
o0 o0
Se r é il raggio di convergenza della serie Y a,z", allora f(z) := X a,z" é una

n= n=0
funzione nella di variabile complessa z € {|z| < r} a valori in C.



La funzione f pud anche essere vista come funzione di due variabili a valori in
R%* (x,y) — (Rf(z + iy),Sf(z + iy)). In ogni caso, f continua significa che
u = Rf,v := Ff sono funzioni continue, mentre si hanno due diverse nozioni di
derivabilita:

- f sard R—differenziabile se lo é (z,y) — (u(z,y),v(z,y))

-f sard C-differenziabile se vale la seguente

5. Definizione di funzioni olomorfa  f(z) é olomorfa in D, = {|z| < r} se

VZO € Dr, Hf/(zo) — lim M.

2520 2—20

6. La somma di una serie di potenze é una funzioni olomorfa:
&)

f(z):= 3 a,z" éolomorfain D, = {|z| <r}, r= (limsup, {/|a,|)""
n=0

Prova. Siano z, z € D,, p<r. E

. 5% 00 n __ .n
’f(Z) f(ZO) _Znanzgfl‘ < Z’anllz ) _ nzgfl
n=1 n=2 Z = %0

Z— 20
Ora,
|2" — 25| = |(z — 20) (z”_1+20 T2+ zg_2z+zg_1)| < |Z—zo|n,0”_1 =
2" =z 1 1 1 2 2 2
T g = T T (T AT 5 )] <
< = o ol [ = o o ol R e 2o <
n(n —1)

< |z — 2| {(n— Dp" 2 4+ (n—2)|z|p" > + ...+ |zo|"_2} < |z — 2| p" 2

2

> 2" — 28 _ > nn—1) ,_
S S A R BT SR
n=2 0 n=2
, S n(n—1) n—2
perché p<r= 22 |lan| == p" 7% < +o0.
n—=

+E)!
("n, Lapinzt Yz e D,

NOTA. Iterando: f € C=(D,): %L(z2) = fM(z) = §
k=0
Il carattere C'*° delle funzioni olomorfe é quanto afferma il

7. Teorema di Morera Se f(z) é olomorfa in O, sottoinsieme aperto di C,
allora f € C*(0).

10



Esempio. (exp z) = exp z.

Da ci6 segue subito che exp(z +w) =expzexpw Vz,w € C.

Infatti VA € C, 4 [expzexp(A—z)] = expzexp(A — z) —exp(A — z) = 0. Ma
allora [exp zexp(A — z)] = C' = exp A, ove il valore della costante C' si é ottenuto

mettendo z = 0. Ponendo A = w + z, otteniamo appunto exp(z + w) = exp z exp w.
8. Equazioni di Cauchy-Riemann e funzioni armoniche

Se  f(x+1iy) =u(z,y) +iv(x,y) ¢ olomorfa allora
du v ou ov

%90 v o2 (equazioni di Cauchy-Riemann)
x Y Y x

Viceversa, se le derivate parziali di u,v esistono, soddisfano le equazioni di
Cauchy-Riemann e sono continue, allora f é olomorfa.

= fl(z) =a+ib = [U(ZE—f—S,y—f-t)—U(Zb,y)]—f—l[?}(l'—l—&y—f—t)— U(ZE,y)] =
(a+ib)(s+it) +o(|s| + |t]) =
w(z + s,y +1t) —u(z,y) = as — bt +o(|s| + [¢]),
v(x + s,y +1t) = v(z,y) + bs + at + o|s| + [¢]).

Dunque
ou Ov b ou  Ov
aq = — = i~ = ——— = —
Jor 0Oy oy Oz
& Siax—i—iy:z,s—l—z’t:w;dag—z:g—z, g—;‘:—% e

w( + s,y +1) = u(z,y) + §&s + G4 + o(|s| + [¢])
v(@ + s,y +1) = v(z,y) + §2s + Got +o(|s| + [t]),  segue

flz+w)— f(z) = (% +i%)s + (%;’ —ig—;) it +o(|s| + |t]) =
= (32 +iZ2) (s+it) +o(ls| + [t]) = f(z) =58 +iGe = F —ide

In particolare se f(z) = u+iv e u,v € C?, dalle equazioni di Cauchy-Riemann e

: Pu | O%u _ n _ 0%*v | 9% .
dal Lemma di Schwartz segue T oz = 0= o2 T o2 (u,v sono armoniche).
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