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L. (a) f(z,y)= 6”2‘“’4 Ex’ i 7 E ; ¢ chiaramente differenziabile
T,y) =
ammette derivate parziali entrambe
7(h,0) - £(0,0) _
h

all’infuori dell’origine. In (0, 0)
nulle, perché essendo f(z,0) =0 = f(0,y) Vz,y, allora }ILiI%
f(0,k) — £(0,0)

; inoltre, la funzione ha derivate

h—0 h k—0 k 4019
o . f(thtk) — £(0,0) : t°hk
dlI‘eZlOHah perche t1_1>%1+ n t_1,0+ m =
hk? K
= tli%l+ [EEer = { Oh 22 Z ig ; tuttavia, la funzione non &

differenziabile perché ~ lim 1(h, k) = £(0,0) — {V£(0,0) = (2, k)) =

(h,k)—(0,0) Vh? + k2
hk?

= lim 9
(h.k)—(0,0) (2 + k*) Vh2 + k2

che va a +0o se h = k2.

log(1+x 2
(b) f(z,y) = { gggsﬂﬂy ) se (z,y) # (0,0) & ovviamente differenzi-
0 se (z,y) = (0,0)
abile in R?\ (0, 0). Nell’origine esistono entrambe le derivate parziali,
nulle, perché la funzione e nulla lungo gli assi; inoltre, ¢ differenzia-
bile (e ha dunque derivate direzionali) perché

F(h,k) — £(0,0) = (V£(0,0) — (h, k)>‘ log (1 + h?k?)

(h,k)—(0,0) Vh? +k? (h ) (0.0) (h8 + k2) Vh2 + k2
Cim h?k? - (h? + k%) (h* + k%) | _

(hok)—=(0,0) [ (h® + k2) VA2 + k2| ~ (h.k)—(0,0) | (k8 + k2) V/h2 + k2
= lim Vh2+E2=0.

" (hk)—(0,0)

4 . 1
(¢) fz,y) = v S (“‘4+92> se () # (0,0) ammette derivate parziali
0 se (z,y) = (0,0

entrambe nulle nell’origine, perché f(0,y) = 0;Vy = —f(0,0) =0e

dy
%(0,0) = ;ILIH%) = %gr(l) Vhsin ) = 0; inoltre, f

¢ differenziabile (e dunque ammette derivate direzionali) perché

f(h,k:)f(o,O)<Vf<o,0><h,k>>‘ . Whsin (e ) | _

lim
N (h,k)—(0,0) | Vh2 + k2

(h,k)—(0,0)




Vh? + k2hs
< tm YUEEM o Yr=o.
(hk)=(0,0)  Vh?+ k2 (h,k)—(0,0)
emz+y271
(d) flx,y) = R (z,y) # (0,0) ¢ parzialmente derivabile
1 se (z,y) = (0,0)

h2
%) h,0) — £(0,0 el 1
nell’origiI:e, perché 6%(0,0) = }2—% —f< 0) - £ ’2) = ’1111% 7h2h ) =
. e —1-—h2 . 2hel” — 2h . 2eh” — 2 . 4hel 0
=lm —=lim ————— = lim ———— = lim =
h—0 h3 h—0 3h? h—0  3h =0 3
8f ek2—1
e analogamente a—(O7 0)= Iliné k2 = 0. Inoltre, la funzione &
y —
differenziabile (e quindi possiede derivate direzionali) perché
eh2+k2—1 1 602—1 -1

lim  —PERE iy £
(h,k)—(0,0) V h2 + k2 p—0 14
1'2 22
(e) f(x’y,z) — Mﬁ se (xvya Z) 7& (Oa 070)
0 se (CL’,y,Z) = (03070)
tutte nulle nell’origine perché nulla lungo gli assi, inoltre ¢ dotata di
derivate direzionali perché lim+ f(th, tk, tj)t_ £(0,0,0) =
t—0
= lim PRkt = UL ma non ¢ differenzia
oot E (AR R + 45 R kY 4 Y ’
bile perché

ha derivate parziali

. h2kj? 1 ,
lim vale +——=se h=k =j.
(h,k.)—(0,0,0) (h* 4+ k4 + j4) \/h2 + k2 + 52 3v3
2202
(a) f(z,y) = PR puo essere anch’essa estesa ad una funzione con-
44 ,2),2
7+
tinua nell’origine con f(0,0) = 0, in quanto | f(z,y)| < (foy)ély =
=y (=5)30.0) 0; inoltre, essendo nulla lungo gli assi cartesiani, f
0
possiede anche derivate parziali nell’origine; tuttavia, solamente a—f
Y
o) 222y (2% 4+ y*) — 4a?ys
¢ continua nell’origine, infatti f‘ = y v) 3 i <
%y (2 + 4
- 2x2|y| <m2 +y4) 4x2|y|5 - 2‘y| (:E2 +y4) (x2 +y4)
(a2 + y)* (@2 +y*)* (a2 +y)*
Ay (2 +y*) (2* +¢* - 0
4 |y|( Y ) ( - Y ) — 6y (@)= (0,0) 0. ma af _
(2 + ) R
2zy? (2% + y*) — 2232
it ( i ) 5 Y e quest’ultima quantita non e continua
(22 +y%)
4y — 28 1
perché, calcolata lungo la curva = = y2, vale % =3
Y

4
(b) f(z,y) = :E;i—i-ny puo essere estesa ad una funzione continua anche
2?ly| (=° +3°)

nell’origine con f(0,0) = 0, perché |f(z,y)| < I =



,y)— (0,0 . . . o 1.
= x2|y\ (@) 73(0.0) 0; la funzione ammette inoltre derivate parziali en-

trambe nulle nell’origine perché f(z,0) =0 = f(0,y), mentre negli
9 4 3 2+ 6 —92 5
altri punti si ha —f(amy) =Y (#* +4°) 5 Y. 8—f(ac7y) =
(22 +y°) Oy

Ox
a* (2% 4 y°) — 6aty° . - ,
= 5 , € sono entrambe continue nell’origine perché
(2% +°)
43y (x2 + yﬁ)
(22 +y6)?
2wyl (2% +9°)°
(a2 +y5)°
2 2
6yS - 2% (22 4+y%)"  6y° (2% +y°)
(2 +y6)? (2 +y5)? (22 +y6)?
quindi, la funzione puo essere prolungata ad una funzione di classe
C* su tutto R2.

el (2 44

T (224 y5)°

$4 (1:2 4 yG)
(22 + y5)°

(z,y)—(0,0)
—

22y
(22 +y°)?

g‘;(w,y)‘ <

(2.9)=(0.0)
zy| =

= 6|zy Oe

_ 372 +6y6

0;

3. () = 2% 7 (1) = (cost, 1) = [(4(1)) = cos’ (e = L p(1)) =
= —2sin(t) cos(t)ecos(lt)t3 + cos?(t) (3t? cos(t) — t* sin(t)) s —
= (3t* cos®(t) — t* sin(t) cos®(t) — 2sin(t) cos(t)) e Tnoltre, Vi(z,y) =
= <2xezy3 + x2y3exy3,3x3y261y3), dunque (Vf(~(t)),4(t)) =
= < (2 Cos(t)ecos(t)t3 + cos? (t)t?’ecos(t)t3 .3 cosB(t)tzecos(t)t3> , (—sint, 1)> =
= -2 Sin(t)ecos(t)ts — sin(t) cos? (t)t?'ecos(t)t3 +3 cos3(t)t26C°S(t)t3 =
= (3t* cos®(t) — t* sin(t) cos®(t) — 2sin(t) cos(t)) oS

4. Esibire un esempio di funzione f : R? — R che nell’origine sia:

(a) f(x,y) = /22 + y? & chiaramente continua, & dotata di tutte le derivate
S . f(th,tk) — f(0,0) . JtVh2 + k2
direzionali in quanto lim = lim =

t—0t+ t t—0+
|hl

h,0) — f(0,0
= v/h? + k2, ma non ha derivate parziali perché lim f(1,0) = /(0,0) = lim —
h—0 h h—0 h

non esiste (e analogamente si dimostra che non esiste neanche 'altra
derivata parziale).

(b) f(z,y) = ¥xy & chiaramente continua, ammette derivate parziali
nulle perché & nulla lungo gli assi, ma non ha le derivate direzionali

f(th,tk) — £(0,0)

(ad eccezione delle direzioni degli assi) perché lim+ =
t—0

t
J/t2xy . s/hk
= lim 4/ —

t—0t

= lim
t—0+

= 400

(c) f(z,y) = V&2 + y? & chiaramente continua nell’origine, ma non am-
f(h7 0) — f(O, 0) \3/52 1

n = fm = i s =
(analogamente non ha ’altra derivata parziale); inoltre, non possiede

_ 2312 2
alcuna derivata direzionale perché lim F(th, tk) — f(0,0) = lim BVR R _

t—0t t t—0t t

mette derivate parziali perché }llirr%) +o0




(d)

o PP
t—0t t

2
foy={ § ©EVERM o s (@) e Ry =ar 20),

= +o00.

N . .. P z—0 .
non & continua nell’origine perché f(x, x2) = 1" 0, ammette derivate

parziali entrambe nulle perché e nulla lungo gli assi, e ha anche

le derivate direzionali perché lim f(th tk) — £(0,0) = lim v =0,
t—0+ t t—0t ¢

dato che per ¢ sufficientemente piccolo si ha f(tz,ty) = 0.

[ Yxy se (x,y) € RA\A
flay) = { 1 se (z,y) € A ove
A ={(z,y) € R* y = 2% x # 0}, & discontinua nell’origine perché f(z, z?) = 1,
ha derivate parziali nulle perché ¢ nulla lungo gli assi, ma non ha le

derivate direzionali perché lim+ 1(th, th) . 10,0 = lim+ \/ttTy =
+—0 t—0

[hk
= lim ¢ - = +00, dato che per t abbastanza piccolo si ha f(tx, ty) = +/t2zy.

t—0+

f(:c,y)—{ Va2 +y? se (z,y) € R?\A ove

1 se (z,y) € A
A={(z,y) € R* y =2% 2 #0}, non & continua, perché non lo &
lungo la parabola A, non ha le derivate parziali perché lungo gli
assi vale rispettivamente |z| e |y|, ma ha tutte le derivate direzion-
ali perché lim f(th, tk) = 1(0,0) = lim [tvh> + k2 =/ h?+ k2,
t—0+ t t—0+ t
dato che per ¢ opportunamente piccolo si ha f(tz,ty) = [t|/22 + y2.




