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1. (a) f(x, y) =

{
xy2

x2+y4 se (x, y) 6= (0, 0)
0 se (x, y) = (0, 0)

è chiaramente differenziabile

all’infuori dell’origine. In (0, 0) ammette derivate parziali entrambe

nulle, perché essendo f(x, 0) = 0 = f(0, y) ∀x, y, allora lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)
h

=

= lim
h→0

0− 0
h

= 0 = lim
k→0

f(0, k)− f(0, 0)
k

; inoltre, la funzione ha derivate

direzionali perché lim
t→0+

f(th, tk)− f(0, 0)
t

= lim
t→0+

t3hk2

t (t2h2 + t4k4)
=

= lim
t→0+

hk2

h2 + t2k4
=
{

k2

h se h 6= 0
0 se h = 0

; tuttavia, la funzione non è

differenziabile perché lim
(h,k)→(0,0)

f(h, k)− f(0, 0)− 〈∇f(0, 0)− (h, k)〉√
h2 + k2

=

= lim
(h,k)→(0,0)

hk2

(h2 + k4)
√
h2 + k2

, che va a +∞ se h = k2.

(b) f(x, y) =

{
log(1+x2y2)

x8+y2 se (x, y) 6= (0, 0)
0 se (x, y) = (0, 0)

è ovviamente differenzi-

abile in R2\(0, 0). Nell’origine esistono entrambe le derivate parziali,
nulle, perché la funzione è nulla lungo gli assi; inoltre, è differenzia-
bile (e ha dunque derivate direzionali) perché

lim
(h,k)→(0,0)

∣∣∣∣f(h, k)− f(0, 0)− 〈∇f(0, 0)− (h, k)〉√
h2 + k2

∣∣∣∣ = lim
(h,k)→(0,0)

∣∣∣∣∣ log
(
1 + h2k2

)
(h8 + k2)

√
h2 + k2

∣∣∣∣∣ =

= lim
(h,k)→(0,0)

∣∣∣∣ h2k2

(h8 + k2)
√
h2 + k2

∣∣∣∣ ≤ lim
(h,k)→(0,0)

∣∣∣∣∣
(
h2 + k2

) (
h8 + k2

)
(h8 + k2)

√
h2 + k2

∣∣∣∣∣ =

= lim
(h,k)→(0,0)

√
h2 + k2 = 0.

(c) f(x, y) =

{
x

4
3 sin

(
1

x4+y2

)
se (x, y) 6= (0, 0)

0 se (x, y) = (0, 0)
ammette derivate parziali

entrambe nulle nell’origine, perché f(0, y) = 0;∀y ⇒ ∂f

∂y
(0, 0) = 0 e

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)
h

= lim
h→0

3
√
h sin

(
1
h4

)
= 0; inoltre, f

è differenziabile (e dunque ammette derivate direzionali) perché

lim
(h,k)→(0,0)

∣∣∣∣f(h, k)− f(0, 0)− 〈∇f(0, 0)− (h, k)〉√
h2 + k2

∣∣∣∣ = lim
(h,k)→(0,0)

∣∣∣∣∣∣
h

4
3 sin

(
1

h4+k2

)
√
h2 + k2

∣∣∣∣∣∣ ≤



≤ lim
(h,k)→(0,0)

√
h2 + k2h

1
3

√
h2 + k2

= lim
(h,k)→(0,0)

3
√
h = 0.

(d) f(x, y) =

{
ex

2+y2−1
x2+y2 se (x, y) 6= (0, 0)

1 se (x, y) = (0, 0)
è parzialmente derivabile

nell’origine, perché
∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)
h

= lim
h→0

eh
2
−1

h2 − 1
h

=

= lim
h→0

eh
2 − 1− h2

h3
= lim
h→0

2heh
2 − 2h

3h2
= lim
h→0

2eh
2 − 2
3h

= lim
h→0

4heh
2

3
= 0

e analogamente
∂f

∂y
(0, 0) = lim

k→0

ek
2
−1
k2 − 1
k

= 0. Inoltre, la funzione è

differenziabile (e quindi possiede derivate direzionali) perché

lim
(h,k)→(0,0)

eh
2+k2−1
h2+k2 − 1
√
h2 + k2

= lim
ρ→0

eρ
2
−1
ρ2 − 1

ρ
= 0.

(e) f(x, y, z) =

{
x2yz2

x4+y4+z4 se (x, y, z) 6= (0, 0, 0)
0 se (x, y, z) = (0, 0, 0)

ha derivate parziali

tutte nulle nell’origine perché nulla lungo gli assi, inoltre è dotata di

derivate direzionali perché lim
t→0+

f(th, tk, tj)− f(0, 0, 0)
t

=

= lim
t→0+

t2h2tkt2j2

t (t4h4 + t4k4 + t4j4)
=

h2jk2

h4 + k4 + j4
, ma non é differenzia-

bile perché

lim
(h,k,j)→(0,0,0)

h2kj2

(h4 + k4 + j4)
√
h2 + k2 + j2

vale ± 1
3
√

3
se h = k = j.

2. (a) f(x, y) =
x2y2

x2 + y4
può essere anch’essa estesa ad una funzione con-

tinua nell’origine con f(0, 0) = 0, in quanto |f(x, y)| ≤
(
x4 + y2

)
y2

x2 + y4
=

= y2 (x,y)→(0,0)→ 0; inoltre, essendo nulla lungo gli assi cartesiani, f

possiede anche derivate parziali nell’origine; tuttavia, solamente
∂f

∂y

è continua nell’origine, infatti
∣∣∣∣∂f∂y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣2x2y
(
x2 + y4

)
− 4x2y5

(x2 + y4)2

∣∣∣∣∣ ≤
≤

2x2|y|
(
x2 + y4

)
(x2 + y4)2

+
4x2|y|5

(x2 + y4)2
≤

2|y|
(
x2 + y4

) (
x2 + y4

)
(x2 + y4)2

+

+
4|y|

(
x2 + y4

) (
x2 + y4

)
(x2 + y4)2

= 6|y| (x,y)→(0,0)→ 0, ma
∂f

∂x
=

=
2xy2

(
x2 + y4

)
− 2x3y2

(x2 + y4)2
e quest’ultima quantità non è continua

perché, calcolata lungo la curva x = y2, vale
4y8 − 2y8

4y8
=

1
2

.

(b) f(x, y) =
x4y

x2 + y6
può essere estesa ad una funzione continua anche

nell’origine con f(0, 0) = 0, perché |f(x, y)| ≤
x2|y|

(
x2 + y6

)
x2 + y6

=



= x2|y| (x,y)→(0,0)→ 0; la funzione ammette inoltre derivate parziali en-
trambe nulle nell’origine perché f(x, 0) = 0 = f(0, y), mentre negli

altri punti si ha
∂f

∂x
(x, y) =

4x3y
(
x2 + y6

)
− 2x5y

(x2 + y6)2
e
∂f

∂y
(x, y) =

=
x4
(
x2 + y6

)
− 6x4y6

(x2 + y6)2
, e sono entrambe continue nell’origine perché∣∣∣∣∂f∂x (x, y)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣4x3y

(
x2 + y6

)
(x2 + y6)2

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ 2x5y

(x2 + y6)2

∣∣∣∣∣ ≤ 4|xy|
(
x2 + y6

)2
(x2 + y6)2

+

+
2|xy|

(
x2 + y6

)2
(x2 + y6)2

= 6|xy| (x,y)→(0,0)→ 0 e
∣∣∣∣∂f∂y (x, y)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣x4

(
x2 + y6

)
(x2 + y6)2

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣ 6x4y6

(x2 + y6)2

∣∣∣∣∣ ≤ x2
(
x2 + y6

)2
(x2 + y6)2

+
6y6

(
x2 + y6

)2
(x2 + y6)2

= x2 + 6y6 (x,y)→(0,0)→ 0;

quindi, la funzione può essere prolungata ad una funzione di classe
C1 su tutto R2.

3. f(x, y) = x2exy
3
, γ(t) = (cos t, t)⇒ f(γ(t)) = cos2(t)ecos(t)t

3
⇒ d

dt
f(γ(t)) =

= −2 sin(t) cos(t)ecos(t)t
3

+ cos2(t)
(
3t2 cos(t)− t3 sin(t)

)
ecos(t)t

3
=

=
(
3t2 cos3(t)− t3 sin(t) cos2(t)− 2 sin(t) cos(t)

)
ecos(t)t

3
. Inoltre,∇f(x, y) =

=
(

2xexy
3

+ x2y3exy
3
, 3x3y2exy

3
)

, dunque 〈∇f(γ(t)), γ̇(t)〉 =

=
〈(

2 cos(t)ecos(t)t
3

+ cos2(t)t3ecos(t)t
3
, 3 cos3(t)t2ecos(t)t

3
)
, (− sin t, 1)

〉
=

= −2 sin(t)ecos(t)t
3
− sin(t) cos2(t)t3ecos(t)t

3
+ 3 cos3(t)t2ecos(t)t

3
=

=
(
3t2 cos3(t)− t3 sin(t) cos2(t)− 2 sin(t) cos(t)

)
ecos(t)t

3
.

4. Esibire un esempio di funzione f : R2 → R che nell’origine sia:

(a) f(x, y) =
√
x2 + y2 è chiaramente continua, è dotata di tutte le derivate

direzionali in quanto lim
t→0+

f(th, tk)− f(0, 0)
t

= lim
t→0+

|t|
√
h2 + k2

t
=

=
√
h2 + k2, ma non ha derivate parziali perché lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)
h

= lim
h→0

|h|
h

non esiste (e analogamente si dimostra che non esiste neanche l’altra
derivata parziale).

(b) f(x, y) = 3
√
xy è chiaramente continua, ammette derivate parziali

nulle perché è nulla lungo gli assi, ma non ha le derivate direzionali

(ad eccezione delle direzioni degli assi) perché lim
t→0+

f(th, tk)− f(0, 0)
t

=

= lim
t→0+

3
√
t2xy

t
= lim
t→0+

3

√
hk

t
= +∞.

(c) f(x, y) = 3
√
x2 + y2 è chiaramente continua nell’origine, ma non am-

mette derivate parziali perché lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)
h

= lim
h→0

3
√
h2

h
= lim
h→0

1√
h

= ±∞

(analogamente non ha l’altra derivata parziale); inoltre, non possiede

alcuna derivata direzionale perché lim
t→0+

f(th, tk)− f(0, 0)
t

= lim
t→0+

t
2
3

3
√
h2 + k2

t
=



= lim
t→0+

3

√
h2 + k2

t
= +∞.

(d) f(x, y) =
{

0 se (x, y) ∈ R2\A
1 se (x, y) ∈ A , oveA = {(x, y) ∈ R2, y = x2, x 6= 0},

non è continua nell’origine perché f(x, x2) = 1 x→09 0, ammette derivate
parziali entrambe nulle perché è nulla lungo gli assi, e ha anche

le derivate direzionali perché lim
t→0+

f(th, tk)− f(0, 0)
t

= lim
t→0+

0
t

= 0,

dato che per t sufficientemente piccolo si ha f(tx, ty) = 0.

(e) f(x, y) =
{

3
√
xy se (x, y) ∈ R2\A

1 se (x, y) ∈ A ove

A = {(x, y) ∈ R2, y = x2, x 6= 0}, è discontinua nell’origine perché f(x, x2) = 1,
ha derivate parziali nulle perché è nulla lungo gli assi, ma non ha le

derivate direzionali perché lim
t→0+

f(th, tk)− f(0, 0)
t

= lim
t→0+

3
√
t2xy

t
=

= lim
t→0+

3

√
hk

t
= +∞, dato che per t abbastanza piccolo si ha f(tx, ty) = 3

√
t2xy.

(f) f(x, y) =
{ √

x2 + y2 se (x, y) ∈ R2\A
1 se (x, y) ∈ A , ove

A = {(x, y) ∈ R2, y = x2, x 6= 0}, non è continua, perché non lo è
lungo la parabola A, non ha le derivate parziali perché lungo gli
assi vale rispettivamente |x| e |y|, ma ha tutte le derivate direzion-

ali perché lim
t→0+

f(th, tk)− f(0, 0)
t

= lim
t→0+

|t|
√
h2 + k2

t
=
√
h2 + k2,

dato che per t opportunamente piccolo si ha f(tx, ty) = |t|
√
x2 + y2.


