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1. (a) F(z,y) = arctan(z) 4+ e ¥ — cos(zy) & di classe C* in un intorno dell’origine
F _ .

con F(0,0)=0e 8—y(0,0) =—e Y+ x&n(my)‘(ny)z(o,o) =-1#0,

dunque per il teorema della funzione implicita 3r, p > 0 e g € C*(B,(0), B,(0))

tale che U'insieme di livello {F' = 0} ¢ il grafico della funzione g; sup-

ponendo p < 1, abbiamo che |F(x,0)| = | arctan(z)| < |z| < r, dunque

p

p N
= —1, per avere sup |F(z,0)]<Z=——-20
2 27|

%(07 0) z€B,.(0)
oF
1- Tay(x,y)’ =|1—e¥ +asin(ay)| <

sufficiente porre r = —; inoltre

N

<|1—e7Y|+|z||sin

—~

7
xy)| <3| —y|l+ x| <3p+7r < PIL dunque per

OF 1
1— TF(m’ y)‘ < 3 ¢ sufficiente prendere p =
Y

avere sup
(z,y)€ B (0)x B, (0)

1 1
= e di conseguenza r = 7R per calcolare lo sviluppo di Taylor al

secondo ordine di g, notiamo che essendo arctan(z) + e =9 — cos(zg(z))

d
— _ @ —g(z) _ ‘ _
=0V € B,(0), allora0 i (arctan(;v) +e cos(xg(x))) o
1

1422 g (2)e 9@ + (zg'(z) + g(x)) sin(zg(x))|  =1-4'(0) =

=0
d2
= ¢'(0) = 1, perché ¢g(0) = 0, e analogamente 0 = — (arctan(z)+

dx?
-2
+e 790 — cos(rg(a) )| = ﬁ + 2 (@)e 9@ — g"(2)e 9@ ¢

+(29' () + 2¢" (2)) sin(zg(2)) + (zg'(x) + g(w))iCOS(fcg(w))!z:O =1-
—4"(0) = ¢"(0) =1 = g(x) = g(0) + ¢’ (0)x + QT(O):E2 +0(2%) =2+
+%2 + o0 (172)

(b) F(z,y) = e* —sin(z +y) — 1 &di classe C" in un intorno dell’origine

OF 2y
con F(0,0) =0e a—y(O, 0) = 2e*Y — cos(z + y)|(x’y):(0’0) =1# 0, dunque

per il teorema della funzione implicita 3r, p > 0 e g € C'(B,.(0), B,(0))
tale che I'insieme di livello {F = 0} & il grafico della funzione g; sup-

1
ponendo p < 3 abbiamo che |F(z,0)| = |sin(z)| < |z| < r, dunque

p

1 P
posto T = m——— =1, per avere sup |F(z,0)|<Z=—— &
22T

%(070) -TEBT(O)



oF
1- T(m,y)’ = |1 —2¢* + cos(x+

dy
T4 q)2 2
+y)| < |2 —2e*| + |cos(z +y) — 1] < 12y + % <12p+ -t

+
2 2 2 2 1
+

sufficiente porre r = g; inoltre

p PP P p P, P 05
L <12p+ 5+ L 4 <19+ B4 L2254
+2—|—7“p_ p+8—|—2 26} p—|-8+12+2 8p, unque
per avere sup 1-T—(x, y)’ < — ¢ sufficiente prendere
(2.4)€ B, (0)x B, (0) & 2
2
p= 105’ e di conseguenza r = ﬁ; per calcolare lo sviluppo di Tay-

lor al secondo ordine di g, notiamo che essendo €29%) — sin(x + g(z))—

_ _ d 2g(z) .
—1=0Vz € B,.(0), allora0 = T (e —sin(z + g(x)) — 1)

=0
= 29/ (2)e*) — (1 + ¢/ (x)) cos(x + 9(%))’ , =90 —1=40) =

d2
= 1, perché g(0) = 0, e analogamente 0 = ) (ng(r) —sin(z + g(x))—
—Dl,_ = 49%(@)e*") + 29" (2)e*) + (1 + ¢/ (2))? sin(@ + g(x))—
—g"(x) cos(z + g(x))[,—g = 4+ ¢"(0) = ¢"(0) = —4 = g(z) = g(0)+

/ g"(0) 5 2\ _ 2 2
+¢'(0)x + 5 T +0(2%) =z 4 22° + o (27).

xT

F(z,y) = zy* +y +sin(zy) + % in (0,0) ¢ di classe C! in
i

un intorno dell’origine con F'(0,0) =0 e 66—(07 0) = 2zy + 1+
Y

+x cos(2Y)|(z,y)=(0,0) = 1 # 0, dunque per il teorema della funzione
implicita 3r,p >0 e g € C'(B,(0), B,(0)) tale che I'insieme di liv-
ello {F =0} & il grafico della funzione g; supponendo r,p < 1, ab-

T _1_ T _q 3
biamo ehe [F(z,0)| = |0 | < o BB Ty

1
dunque posto T'= 57— =1, per avere sup |F(z,0)| <
9y (0,0) ©€B,.(0)

< g = ¢ sufficiente porre r = g; inoltre

p oF

— 1-T— <12
T S )| < 2ol
_ P> p_3

+x cos(zy)| = 2 |xy| + |z|| cos(zy)| < 2rp+ 1 < 5 + 1 < i dunque
1

oF
1-T—(x, y)’ < — ¢ sufficiente prendere

€r avere su
p p oy 5

(z,y)€B,(0)x B, (0)

2 1
p= 3 e di conseguenza r = 6; per calcolare lo sviluppo di Taylor al

secondo ordine di g, notiamo che essendo z¢*(z) + g(z) + sin(zg(z))+

rT—1- d
+% =0Vz € B,.(0), allora0 = . (zg*(z) + g(x) + sin(zg(z))+

Jre‘”flfx
2

= 224 (2)g(z) + ¢*(z) + ¢'(x) + (9(z)+
e —1

2
2

dz?

r=

0
+xg'(x)) cos(zg(z)) + = ¢'(0) = ¢'(0) = 0, perché g(0) =

=0

(xg%) + g(z) + sin(zg(z)) + ot

2

= 0, e analogamente 0 =



,§> L—o = 29(x)g'(z) + 2:1:( ( )+ g(x )g//(x)) +2g(2)g (2)+

+g (« )+(29/(x)+xlg//($))608( § z)) — (9(x) + zg'(z ))2s1n(mg”x()))

+ 5 . =4"(0) — 3 = ¢"(0) = 3 = g(x) = g(0) + ¢'(0)x + ) ) w2
2

to(a?) = 5 +o(a?).

F(x1,72,y) = y* — cosh(z123) in (0,0, 1) & di classe C* in un intorno
del punto (0,0,1) con F(0,0,1) =0e 8—5(0, 0,1) = 3y2‘(zl’x2’y):(070’1) =
=3 # 0, dunque per il teorema della funzione implicita Jr,p > 0 e
g € C*(B,((0,0)), B,(1)) tale che l'insieme di livello {F =0} & il
grafico della funzione g; supponendo r, p < 1, abbiamo che |F(x1,z2,1)| =
|61112 4 e T1%2 ] — 1| < |61112 _ 1|

= |1 — cosh(zyxzq)| = 5 < 5 +
le=*1®2 — 1| 3 3 3 35 3
5 < §|x1x2| + §|xlx2\ < = 5 (:Ul +x2) < ir < 57‘, dunque
posto T' =
1 p_ P
= = —, per avere sup |F(x1,22,1)] < =
250,0) 3 (21,02 €5, ((0.0)) 6 2T

N P .
¢ sufficiente porre r = §; inoltre

oF
1-T— =1 —y?=|1—
)| =142 =

oF

—yl|1 +y| < p(1+|y|) < 3p, dunque per avere sup
(z1,%2,y)€B-((0,0))x B,(0)

L, . 1 1
< — e sufficiente prendere p = 5’ e di conseguenza r = 7R per calco-

lare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di g, notiamo che essendo

d
g*(x1,12) — cosh(zy22) = 0 V2 € B,.(0), allora0 = . (9% (21, 22)—
1

19)
—cosh(a;la?g))|(11@2):(0’0) = 3g2($1,$2)87xgl(1717$2>_
dg dg

—xsinh(2122) (4, 20)=(0,0) = 38 (0,0) = 8—(0 0) = 0, perché
d 3
g(0,0) = 1, analogamente 0 = . (9° (21, 22) — cosh(z122)) |($17w2):(070) =
0 0
= 3g2(x1,z2)—g(x1,x2) — 1 sinh(z129) = —g(0,0) =
83?2 (z1,22)=(0,0) (’)332
99 0.0)=0,0=L (5 h -
= 871‘1( ) ) =y, U= CTT% (g (xl’x2) - Cos (x1$2))|(1‘1,1‘2)=(070) B
0 2 92
= Gg(xl,x2) <(9i($1,$2)> -‘,-392(];1,3:2)87%%(1‘1,332)_
— 23 cosh(z125)] _3%% 0,0)= 29(0,0)=0,0=
2 142 (z1,22)=(0,0) 6 2 am% 9 ’

d2 3 2 829
= Tordms (9° (w1, 22) — COSh(mlx?))‘(zl,xg):(O,O) = 3¢ (xl,xg)m(m,xz)—k
+6g(x1, 132)%(1‘1, zg);—a‘i(xl, xg) — w129 cosh(zxe)—

. 0%g 0%g
- Slnh(x1x2)|(m1,12):(0,0) 83)16]}2 (O 0) 02,025

(0,0)=0e

<



d2 3 ag 2
0= p (¢°(z1,22) — cosh(z122)) |(w17m2):(0,0) = 6g(z1, 1) <8l‘2(1~17$2)> +
2 529 2 (‘32
+3g (xlax2)ﬁ(mlal’2) — x7 cosh(z122) = 387(0 0) =
2 (z1,22)=(0,0) $2

2( 0) =0= g(xhx?) = g(0,0) + <Vg(0a0)7 (351,372)>+

< ( )(x171‘2)5(x13$2)>
2

F(x1,29,y) = log(1 + x120y) — arctan(xi22) + elzitad)y _ yin (0,0,1)
¢ di classe C! in un intorno del punto (0,0,1) con F(0,0,1) =0 e
oF

—(0,0,1) = e T (23 +23) eleitod)y _q
dy L+ 2122y (z1,72,y)=(0,0,1)
= —1# 0, dunque per il teorema della funzione implicita Jr,p > 0
e g € C'(B,((0,0)), B,(1)) tale che I'insieme di livello {F = 0} & il
grafico della funzione g; supponendo r, p < 1, abbiamo che |F(x1,z2,1)| =
= ‘log(l + x129) + arctan(zizo) + emitel _ 1‘ < |1 +log(z1xoy)|+
:c% + m%

2

+0(x%+x§)=1+o(xf—|—x§).

+| arctan(z1x2)| + emites _ 1’ < |2z122| + +3 (2% +23) <

9 9 1
< = (27 4+ 23) < =r®, dunque posto T = 5z—— = —1, per avere
p P : VP
sup |F(z1,22,1)] < = = —— & sufficiente porre r = ~—;
(21,22)€B,((0,0)) 2 2T 9
8F XT1T9 2 2 2 2
inoltre |1 = T—(z,y)| = |———— — (7 + = elzi+ed)y| <
’ dy ( y)‘ ‘ 1+ xlwgy ( ! 2) -
T1T2 2 (23+23) ’ |x1$2| 2
< |/ +‘ i+ 1TV < +3 +z5) <
| et 3
9 9 5 4 OF
<4 (:171 + xg) =4r° < 9 dunque per avere sup 1-— Ta—(x, y)
Y

(z1,22,y)EB-(0)xB,((0,0))
< % ¢ sufficiente prendere p=1< %, e di conseguenza r = é; per
calcolare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di g, notiamo che
essendo log(1 + z1x2g(x1, 22)) — arctan(zze) + elzi+as)g@ie)
—g(x1,22) =0 Vo € B,.(0), allora 0 = % (log(1 + x1229(x1, 22))—

@i +a3)g(z1,22)

—arctan(zizg) + el
(Il,Iz):(0,0)

—g(x1,22))

9g
B 122 5. (21, T2) + 229(21, 72) o g ,
B 1+ z1299(21, 72) 1+ 2222 + O, (21, 22) (a+
0
+$§) + 21’19(?[:1,%2)) e(w?—"—ajg)g(wl’m?) _ ai(wl7x2) _
e (1,22)=(0,0)
89 69

=——"-(0,0) = ——(0,0) = 0, analogamente 0 = A4 (log(1+
Oy 0xq T

2
+r1229(71, 72)) — arctan(zixa) + e(zfﬂrg)g(m’m) — g(z1,22))

(11 7z2):(0!0)

B xlxza%g?(fﬁlax?) + x19(x1, 22) T ( 99 (21, 22) (:c2+
= 7 !

1+ z1229(21, 22) 1 x3x3 Oxy

<



=99 (11 )

+a3) + 2w2g(21, 22)) e(@ite3)g(@r.a2)
) Oxa (z1,22)=(0,0)
) 9 d
_ —(Tg(o 0) = ai(o 0) =0, 0= —— (log(1 + a1229(21,72))
1
— arctan(zzo) + e(#it#3)9(@1m) _ gy ) T =
(z122) g(x1,22)) (21,32)=(0,0)

09 d%g
) - ? s
(1 + z1229(21,22)) (2 T2 5. (21, T2) + 2122 92 (x1,22)

B (1 +3319029(9312,!E2))2

(x1$25%91($1,x2) + x29(1‘1,x2)> 2$1$§ g ,
- 2 + (( (z1,22) (27 +
(14 z1229(71, 22)) (1—|—x%x§) 0x1
82g
2 0
+23) + 221 g(21,22)) " + e (a:l,:r:z) (27 +23) + 2:518—351(951,:52)4—
0%g B

g (:L'l,IEQ)> e(m?%»mg)g(m,:w) _ W(xhg:Q)
r (1,22)=(0,0)

0
2 201 ——
+2g(x1,z2) + xl(’)xl 2
2

9%g 0%g
=2 0,0 0,0)=2,0= log(1 —
013 2( )= oa? 2( ) =2, dz1di (log(1 + z1w2g(21, 22))
—arctan(xlxg) + el =
(0,0)
(ml 0z + 2122 f)zalgxz + x2% + g(xbe)) (1 + 3713329(:51; 372))
> _

T +$2)g(x1’$2) — g(x179€2))‘

- (14 z1229(71, 22))
(x1$2 Jzy + 1.29(3:17 .’172)) (.’171.1'283—52(.1-17 .’1,‘2) + 3619(961, ZL‘Q))
+
2 2 (1 2+ T1229(71, 72))?
LTy — 1 0 g 9 9 ag
9y 29
1+ x%x%)Q <(3I18x2 (1, 22) (‘Tl + ‘T2) + 212 Ers (z1,72)+

dg dg dyg
Jr2£1018 (551,962)) + (8961(531,962) (2] +a3) + 2$19(9€1,$2)> (8332(5517952) (274

(z1,72)

+x%) + 22, $2))) e(xf-&-xz)g(m,xz)
0x19 (z1,22)=(0,0)

P9 (0,0) = Py (0, 0)—Oe0—i2(10 1+ (01, 22)
Oxyxy 0x1 T2 T dx2 g L1229(Z1, T2
arctan(ziza) + e(w1+$2)g($1,$2) — g(z1,2))

(w17$2):(070)
2
(1 + z1229(21, 22)) (2$1%($1, T2) + x1ng_7§(fr1,xz)
- (1+ 5613029(931,2562))2
(xlarz 51 (w1, 72) +x1g(m1,xz)> 2235 dg ,
+ <( (xlaxQ) (371+
7\

(1 + 2222

- (14 z1229(z1,22))?

5 2 529 2
+23) + 2229(x1,22)) " + 922 (z1,22) (z7+
0 0
+a3) + 2y (1, 2) + 2g(w1, ) + 29 o (w1, wg) | (T HeR)9w12)
Oz Oxo

629 82 829
923 (w1, 22) o 00) 922 (0 0) = 923 (0,0) = g(z1,x2)
H
=g(0,0) + (Vg(0,0), (x1, x2)) + ( g(O,O)(CCl,;w)a (z1,22)) +o (x%Jr



—Hv%) :1+x%+x§+o(x%+x§).

y y): x+y2 $+yl
b l+z+yi’ 1+a+ys)

F & di classe C' in

un intorno dell’origine, inoltre £'(0,0,0) = (0,

oF *2y1(x+y22) 1
1+x+y2) 14+a+yy .
ay (0 0 O) ( 1 12 —2y2(w+y12) - (
1+x+y5 (1+I+y§) (z,y1,92)=(0,0,0)

[
& invertibile (con T' = (6)

dy 1 0

0)e

0 1
10

= ( 01 )), dunque per il teorema

della funzione implicita 3r, p > 0 e g € C*(B,(0), B,((0,0))) tale che
F(z,91(x), g2(x)) = 0 V& € B,.(0).

1
Supponendo r < 3

T
14z

e p < 1 abbiamo che ||F(z,0,0)| = \/(

2
4 T
) <1+x

(#,0,0)] <

3
=2 il <= |33|1 = 3|z| < 3r, dunque per avere sup |F
14+z — 21— 5 z€B,.(0)
p_ P P . P .
<= < ¢ sufficiente prendere r = -—; inoltre, Io—
4 4Tl ~ 2|7] 12

oF
7T(97y(x’ Yi, yQ) -

—2y1 (ZE+1/2)

1
10 0 1 (1+z+y2)° T+aty?
01) \10 1 —2y2 (x+y1)

T+aty3 (1+az+y3)”
vys o 2ya(etyy) )
1+x+y; (1+z+y§) . , x + Y3
2 (2-4) g2 , dunque poiché Troted| =
(1aty2)”  Theto?
13 2
_Eit@j39<2w+%2§£+2p=44hAﬁﬁﬂi@%—g
1-1 6 6 u+m+y@
2 x + _ 92 52
2y1(33+y2) < 2yil(2] + |y2|)
2 et + | < 42p(r + p)) = 4p° + drp =
(I+2+yf) 1-3
52 52 T+ Y] || +u7 + 3 4
<2 200 < =4 2p=
3p"'3p41+x+y§ 1- 2 P2 S 2=
13 oF
= —p, per avere sup Iy = T—— (2,91, 2)|| <
6 (@,51.,92)€ B (0) X B, (0,0) dy
oF 104 1
<2 sup I —T——(z,y1,92)|| = —4p<5 esuf-
(2.91.,42)€B,.(0) x B, (0,0) % o 3 2
. 3 .
ficiente prendere p = ——, e di conseguenza r = —.
208 832
d
Poiche Lﬂ? = 0Vz € B,(0), allora0 = —Lz(g) =
1+ 2+ g3(x) dr1+z+gi(x)|,_,

_ (A+gh(@) 1+

v+ g3(z)) — (z +g2(2)) (1 + 24/ (2)g1 ()

=1+ g5(0)
= 92(0) + g5

:>92(
5(0)z +

1+ + g3(2))?

o(x) = —x + o(x); analogamente, 0 =

r=

) = —1, perché g;(0) = 0 = g2(0), dunque g2 (z

0

) =

;



L4 et | _ (@) (1t )
del+z+g3(z)|,_, (1+z + g2(x))
(@ + 91 (2))(1 + 295(x)g2(x))

1+ + g3(2))?

=1+41(0)=g,(0) =-1=

=0
= q1(z) = —x + o(x).
cos( L )
v/ n(k+1 1
3. (a) zp(k) = ﬁ L z(k) = 1 Vp > 1, perché ||z, — z||, <

IN
B
3

|
8
=

|
ES | N

3

Eal

+

=

n n—1 1_(#)71
1 1 1 1 2k+1
(b) @n (k) 2(2k+1)J Qk—i—ljz::()(QkJrl)J 28+1 1

_ 1
2k +1

2k
1 n+1 .
> 1—(2k+1) 1| &1 1 \"* 1 1
Y| — 5 < Xw(Fm) femiw-
11 1 nooo
== 0

4. arctan (1 + sin (%)) = x: posta ®(x) = arctan (1 + sin (g)), si ha che

cos (£ 1
(55 [ 5 Yommieton-| o= _|.1
2(1+ (1+5in(3)°)
dunque |®(z) — ®(y)| < lz—yl e quindi ® & una contrazione in [—g, g}

e pertanto, essendo [— } un sottoinsieme chiuso di R, ® ha un unico

m™ T

272
L , Tow . , .

punto fisso, cioe esiste un’unico valore z € —3'3 che risolve I'equazione

arctan (1 + sin (g)) =d(z) = z.

o —=a Z 1 1 .
5. . posta ®(z) =1+ ——, si ha che ®([1, c
{ 2, =1+ x,,,11+1 posta ®(x) + o1 Sihache ([1,+00))
1 1
C [1,4+00) e inoltre |®'(x)| = ’—W < 152 > 1, dunque |®(x)—

|z -y

—d(y)| < Va,y € [1,400); quindi, essendo [1,+00) un sottoin-

sieme chiuso di R, per il teorema delle contrazioni I’equazione x = ®(x) ha
un’unica soluzione in [1,400) e la soluzione ¢ data dal limite della succes-
sione x,, = ®(z,—1), per qualunque scelta di zp € [1,4+00); cid equivale a



dire che il limite della successione di partenza e 'unica soluzione maggiore
1
di 1 dell’equazione x:1+?©m2+x:x+1+1©x2:2, che e
x
proprio V2.



