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1. F (x1, x2, y) = ex1x2y + cos
(
x2

2

)
− 1

1 + x1
− 1

1 + y
.

(a) F è di classe C1 in un intorno dell’origine, inoltre F (0, 0, 0) = 0 e
∂F

∂y
(0, 0, 0) = x1x2e

x1x2y +
1

(1 + y)2

∣∣∣∣
(x1,x2,y)=(0,0,0)

= 1 6= 0, dunque

per il teorema della funzione implicita ∃r, ρ > 0 e g ∈ C1(Br((0, 0)), Bρ(0))
tale che F (x1, x2, g(x)) ≡ 0 ∀x ∈ Br((0, 0)).

(b) Supponendo r, ρ ≤ 1
2

, si ha che |F (x1, x2, 0)| =
∣∣∣∣1 + cos

(
x2

2

)
− 1

1 + x1
−

−1| ≤
∣∣1− cos

(
x2

2

)∣∣+
∣∣∣∣ x1

1 + x1

∣∣∣∣ ≤ x4
2

2
+

x1

1− 1
2

≤ r4

2
+ 2r ≤ 5

2
r, dunque

posto T =
1

∂F
∂y (0, 0, 0)

= 1 per avere sup
x∈Br(0)

|F (x1, x2, 0)| ≤ ρ

2
=

ρ

2‖T‖

è sufficiente prendere r =
ρ

5
; inoltre,

∣∣∣∣1− T ∂F∂y (x1, x2, y)
∣∣∣∣ = |1−

−x1x2e
x1x2y − 1

(1 + y)2

∣∣∣∣ ≤ |x1x2|ex1x2y +
y2 + 2|y|
(1 + y)2

≤ 3
2
(
x2

1 + x2
2

)
+

+
ρ2 + 2ρ(
1− 1

2

)2 ≤ 3
2
r2 + 12ρ ≤ 3

2
r + 12ρ ≤ 123

10
ρ, dunque per avere

sup
(x1,x2,y)∈Br((0,0))×Bρ(0)

∣∣∣∣1− T ∂F∂y (x1, x2, y)
∣∣∣∣ ≤ 1

2
è sufficiente prendere

ρ =
5

123
, e di conseguenza r =

1
123

.

(c) Essendo ex1x2g(x1,x2) + cos
(
x2

2

)
− 1

1 + x1
− 1

1 + g(x1, x2)
≡ 0 ∀x ∈

∈ Br(0, 0), allora 0 =
d

dx1

(
ex1x2g(x1,x2) + cos

(
x2

2

)
− 1

1 + x1
−

− 1
1 + g(x1, x2)

)∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=
(
x2g(x1, x2) + x1x2

∂g

∂x1
(x1, x2)

)
ex1x2g(x1,x2)+

+
1

(1 + x1)2
+

∂g
∂x1

(x1, x2)
(1 + g(x1, x2))2

∣∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

= 1 +
∂g

∂x1
(0, 0)⇒ ∂g

∂x1
(0, 0) =

= −1, analogamente 0 =
d

dx2

(
ex1x2g(x1,x2) + cos

(
x2

2

)
− 1

1 + x1
−

− 1
1 + g(x1, x2)

)∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=
(
x1g(x1, x2) + x1x2

∂g

∂x2
(x1, x2)

)
ex1x2g(x1,x2)−



−2x2 sin
(
x2

2

)
+

∂g
∂x2

(x1, x2)
(1 + g(x1, x2))2

∣∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=
∂g

∂x2
(0, 0)⇒ ∂g

∂x2
(0, 0) =

= 0,
d2

dx2
1

(
ex1x2g(x1,x2) + cos

(
x2

2

)
− 1

1 + x1
− 1

1 + g(x1, x2)

)∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=

=

((
x2g(x1, x2) + x1x2

∂g

∂x1
(x1, x2)

)2

+ 2x2
∂g

∂x1
(x1, x2)+

+x1x2
∂2g

∂x2
1

(x1, x2)
)
ex1x2g(x1,x2) − 2

(1 + x1)3
+

∂2g
∂x2

1
(x1, x2)(1 + g(x1, x2))2

(1 + g(x1, x2))4
−

−
2
(
∂g
∂x1

(x1, x2)
)2

(1 + g(x1, x2))

(1 + g(x1, x2))4

∣∣∣∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=
∂2g

∂x2
1

(0, 0)− 4⇒

⇒ ∂2g

∂x2
1

(0, 0) = 4, 0 =
d2

dx1dx2

(
ex1x2g(x1,x2) + cos

(
x2

2

)
− 1

1 + x1
−

− 1
1 + g(x1, x2)

)∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=
((

g(x1, x2) + x2
∂g

∂x2
(x1, x2)+

+x1
∂g

∂x1
(x1, x2) + x1x2

∂2g

∂x1∂x2

)
+
(
x2g(x1, x2) + x1x2

∂g

∂x1
(x1, x2)

)
(x1g(x1, x2)+

+x1x2
∂g

∂x2
(x1, x2)

))
ex1x2g(x1,x2) +

∂2g
∂x1∂x2

(1 + g(x1, x2))2

(1 + g(x1, x2))4
−

−
2 ∂g
∂x1

(x1, x2) ∂g∂x2
(x1, x2)(1 + g(x1, x2))

(1 + g(x1, x2))4

∣∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=
∂2g

∂x1∂x2
(0, 0)⇒

⇒ ∂2g

∂x1∂x2
(0, 0) = 0 e

d2

dx2
2

(
ex1x2g(x1,x2) + cos

(
x2

2

)
− 1

1 + x1
−

− 1
1 + g(x1, x2)

)∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=

((
x1g(x1, x2) + x1x2

∂g

∂x2
(x1, x2)

)2

+

+2x1
∂g

∂x1
(x1, x2) + x1x2

∂2g

∂x2
2

(x1, x2)
)
ex1x2g(x1,x2) − 2 sin

(
x2

2

)
−

−4x2
2 cos

(
x2

2

)
+

∂2g
∂x2

2
(x1, x2)(1 + g(x1, x2))2 − 2

(
∂g
∂x2

(x1, x2)
)2

(1 + g(x1, x2))

(1 + g(x1, x2))4

∣∣∣∣∣∣∣
(x1,x2)=(0,0)

=

=
∂2g

∂x2
2

(0, 0)⇒ ∂2g

∂x2
2

(0, 0) = 0⇒ g(x1, x2) = g(0, 0) + 〈∇g(0, 0), (x1, x2)〉+

+
〈Hg(0, 0)(x1, x2), (x1, x2)〉

2
+ o

(
x2

1 + x2
2

)
= 1− x1 + 2x2

1 + o
(
x2

1+

+x2
2

)
.

2. F (x, y1, y2) =
(

log y2 + ey1 − cosx, arctan(y1y2)− sinx
2 + y2

1

)
.

(a) F è di classe C1 in un intorno del punto (0, 0, 1), inoltre F (0, 0, 1) = (0, 0)

e
∂F

∂y
(0, 0, 1) =

(
ey1 1

y2
y2

1+y2
1y

2
2
− 2y1 sin x

(2+y2
1)2

y1
1+y2

1y
2
2

)∣∣∣∣∣
(x,y1,y2)=(0,0,1)

=



=
(

1 1
1 0

)
, è invertibile (con T =

(
∂F

∂y
(0, 0, 1)

)−1

=
(

0 1
1 −1

)
),

dunque per il teorema della funzione implicita ∃r, ρ > 0 e g ∈
∈ C1(Br(0), Bρ((0, 1))) tale che F (x, g1(x), g2(x)) ≡ 0 ∀x ∈ Br(0).

(b) Supponendo r ≤ 1 e ρ ≤ 1
2

, si ha che ‖F (x, 0, 1)‖ =

√
(1− cosx)2 +

sin2 x

4
≤

≤
√
x4

4
+
x2

4
≤
√
r4

4
+
r2

2
≤ r√

2
≤ 3

4
r, dunque per avere sup

x∈Br(0)
‖F (x, 0, 1)‖ ≤

≤ ρ

4
=

ρ

4‖T‖∞
≤ ρ

2‖T‖
è sufficiente prendere r =

ρ

3
; inoltre, I2−

−T ∂F
∂y

(x, y1, y2) =

 1− y2
1+y2

1y
2
2
− 2y1 sin x

(2+y2
1)2 − y1

1+y2
1y

2
2

y2
1+y2

1y
2
2

+ 2y1 sin x

(2+y2
1)2 − ey1 1− 1

y2
+ y1

1+y2
1y

2
2

, dunque

poiché

∣∣∣∣∣1− y2
1 + y2

1y
2
2

− 2y1 sinx

(2 + y2
1)2

∣∣∣∣∣ ≤ |1− y2|+ y2
1y

2
2

1 + y2
1y

2
2

+
2|y1|| sinx|
(2 + y2

1)2
≤

≤ |1− y2|+ y2
1

9
4

+
2|y1||x|

4
≤ ρ+

9
4
ρ2 +

rρ

2
≤ ρ+

9
4
ρ+

ρ2

6
=

41
12
ρ,∣∣∣∣− y1

1 + y2
1y

2
2

∣∣∣∣ ≤ |y1| ≤ ρ,

∣∣∣∣∣ y2
1 + y2

1y
2
2

− 2y1 sinx

(2 + y2
1)2
− ey1

∣∣∣∣∣ ≤ |1− y2|+ y2
1y

2
2

1 + y2
1y

2
2

+

+
2|y1|| sinx|
(2 + y2

1)2
+ |1− ey1 | ≤ |1− y2|+ y2

1

9
4

+
|y1||x|

2
+ 3|y1| ≤ ρ+

9
4
ρ2+

+
rρ

2
+ 3ρ ≤ 4ρ+

9
4
ρ+

ρ2

6
≤ 77

12
ρ e
∣∣∣∣1− 1

y2
+

y1
1 + y2

1y
2
2

∣∣∣∣ ≤ |y2 − 1|
|y2|

+

+|y1| ≤ 2|y2 − 1|+ |y1| ≤ 3ρ, dunque per avere sup
(x,y1,y2)∈Br(0)×Bρ(0,0)

‖I2−

T
∂F

∂y
(x, y1, y2)

∥∥∥∥ ≤ 2 sup
(x,y1,y2)∈Br(0)×Bρ(0,0)

∥∥∥∥I2 − T ∂F∂y (x, y1, y2)
∥∥∥∥
∞
≤

≤ 1
2

è sufficiente prendere ρ =
3
77

, e di conseguenza r =
1
77

.

(c) Essendo log(g2(x)) + eg1(x) − cosx ≡ 0 ∀x ∈ Br(0), allora 0 =

=
d

dx

(
log(g2(x)) + eg1(x) − cosx

)∣∣∣
x=0

=
(
g′1(x)eg1(x) +

g′2(x)
g2(x)

+

+ sinx)|x=0 = g′1(0) + g′2(0)⇒ g′1(0) = −g′2(0); analogamente, essendo

0 =
d

dx
arctan(g1(x)g2(x)) +

sinx
2 + g2

1(x)

∣∣∣∣
x=0

=
g1(x)g′1(x) + g2(x)g′2(x)

1 + g2
1(x)g2

2(x)
−

− cosx
2 + g2

1(x)
+

2 sinxg1(x)g′1(x)
(2 + g2

1(x))

∣∣∣∣
x=0

= g′1(0)− 1
2
⇒ g′1(0) =

1
2
⇒

⇒ g′2(0) = −1
2
⇒ g1(x) =

x

2
+ o(x) e g2(x) = 1− x

2
+ o(x).

3. Sia F : R→ R definita da F (y) = y2 + y + cosh y.

(a) F è di classe C1 in un intorno dell’origine con F (0) = 1, inoltre
F ′(0) = 2y + 1+
+ sinh y|y=0 = 1 6= 0, dunque per il teorema della funzione inversa
∃r, ρ > 0 e g ∈ C1(Br(1), Bρ(0)) tale che F (g(u)) = u ∀u ∈ Br(1).

(b) Supponendo ρ ≤ 1, posto T =
1

F ′(0)
= 1 si ha che |1− TF ′(y)| = |−2y|+



+ |sinh y| ≤ 2|y|+ | sinh y| ≤ 5|y| ≤ 5ρ, dunque affinché sup
y∈Br(0)

|1−

−TF ′(y)| = 5ρ ≤ 1
2

è sufficiente prendere ρ =
1
10

e r =
ρ

2|T |
=
ρ

2
=

=
1
20

.

(c) Essendo F (g(u)) = u ∀u ∈ Br(1), allora 1 =
d

du
F (g(u)) = F ′(g(u))g′(u)

∀u ∈ Br(1)⇒ g′(1) =
1

F ′(0)
= 1 e analogamente 0 =

d2

du2
F (g(u)) =

= F ′′(g(u))g′(u)2 + F ′(g(u))g′′(u)⇒ g′′(1) = −F
′′(0)g′(1)2

F ′(0)
= −3, perché

F ′′(0) = 2 + cosh y|y=0 = 3, dunque g(u) = g(1) + g′(1)(u− 1)+
g′′(1)

2
(u− 1)2 + o

(
(u− 1)2

)
= (u− 1)− 3

2
(u− 1)2 + o

(
(u− 1)2

)
.

4. F (x, y) =
(√

1 + x2 − earctan y, x+ x3 + y2
)

.

(a) F è di classe C1 in un intorno dell’origine con F (0, 0) = (0, 0), inoltre
∂F

∂(x, y)
(0, 0) =

(
x√

1+x2 − e
arctan y

1+y2

1 + 3x2 2y

)∣∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

=
(

0 −1
1 0

)
è in-

vertibile (con T =
(

∂F

∂(x, y)
(0, 0)

)−1

=
(

0 1
−1 0

)
), dunque per il

teorema della funzione inversa ∃r, ρ > 0 e g ∈ C1(Br((0, 0)), Bρ((0, 0)))
tale che F (g(u, v)) = (u, v) ∀(u, v) ∈ Br((0, 0)).

(b) Supponendo ρ ≤ 1, si ha che I2 − T
∂F

∂(x, y)
(0, 0) =

(
−3x2 −2y
x√

1+x2 1− earctan y

1+y2

)
,

dunque poiché
∣∣−3x2

∣∣ ≤ 3ρ2 ≤ 3ρ, | − 2y| ≤ 2ρ,
∣∣∣∣ x√

1 + x2

∣∣∣∣ ≤ 2|x| ≤ 2ρ

e
∣∣∣∣1− earctan y

1 + y2

∣∣∣∣ ≤ y2

1 + y2
+
|1− earctan y|

1 + y2
≤ y2 +

∣∣1− earctan y∣∣ ≤ ρ2+

+3|y| ≤ 4ρ, dunque per avere sup
(x,y)∈Bρ((0,0))

∥∥∥∥I2 − T ∂F

∂(x, y)
(x, y)

∥∥∥∥ ≤
≤ 2 sup

(x,y)∈Bρ((0,0))

∥∥∥∥I2 − T ∂F

∂(x, y)
(x, y)

∥∥∥∥
∞
≤ 1

2
è sufficiente prendere

ρ =
1
16

, e di conseguenza r =
1
64

=
ρ

4‖T‖∞
≤ ρ

2‖T‖
.

(c) Essendo F (g(u, v)) = (u, v) ∀(u, v) ∈ Br((0, 0)), allora
∂F

∂(x, y)
(g(u, v))

∂g

∂(u, v)
(u, v) =

(
1 0
0 1

)
⇒ ∂g

∂(u, v)
(0, 0) =

=
(

∂F

∂(x, y)
(0, 0)

)−1

=
(

0 1
−1 0

)
⇒ g1(u, v) = g1(0, 0)+

+
〈(

∂g1
∂u

(0, 0),
∂g1
∂v

(0, 0)
)
, (u, v)

〉
+ o

(√
u2 + v2

)
= v + o

(√
u2 + v2

)
e analogamente g2(u, v) = −u+ o

(√
u2 + v2

)
.



5. F (x, y) =
(

arctanx+
x2

2
− ln cos y, y +

exy

1 + y2
+ cosh

(
x2 + y2

))
.

(a) F è di classe C1 in un intorno dell’origine con F (0, 0) = (0, 2), inoltre
∂F

∂(x, y)
(0, 0) =

( 1
1+x2 + x tan y
yexy

1+y2 + 2x sinh
(
x2 + y2

)
1 +

xexy(1+y2)−2yexy

(1+y2)2
+ 2y sinh

(
x2 + y2

) )∣∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

=

=
(

1 0
0 1

)
è invertibile (con T =

(
∂F

∂y
(0, 0)

)−1

=
(

1 0
0 1

)
), dunque

per il teorema della funzione inversa ∃r, ρ > 0 e g ∈ C1(Br((0, 0)), Bρ((0, 0)))
tale che F (g(u, v)) = (u, v) ∀(u, v) ∈ Br((0, 0)).

(b) Supponendo ρ ≤ 1, si ha che I2 − T
∂F

∂(x, y)
=

=

(
1− 1

1+x2 − x − tan y

− yexy

1+y2 − 2x sinh
(
x2 + y2

)
−xe

xy(1+y2)−2yexy

(1+y2)2
− 2y sinh

(
x2 + y2

) ),

dunque poiché
∣∣∣∣1− 1

1 + x2
− x
∣∣∣∣ ≤ x2

1 + x2
+ |x| ≤ x2 + |x| ≤ ρ2 + ρ ≤

≤ 2ρ, | − tan y| ≤ 2|y| ≤ 2ρ,
∣∣∣∣− yexy

1 + y2
− 2x sinh

(
x2 + y2

)∣∣∣∣ ≤ |y|exy+

+2|x| sinh
(
x2 + y2

)
≤ 3|y|+ 6|x|

(
x2 + y2

)
≤ 3ρ+ 6ρ3 ≤ 6ρ e∣∣∣∣∣−xexy

(
1 + y2

)
− 2yexy

(1 + y2)2
− 2y sinh

(
x2 + y2

)∣∣∣∣∣ ≤ |x|exy + 2|y|exy+

+2|y| sinh
(
x2 + y2

)
≤ 3|x|+ 6|y|+ 6|y|

(
x2 + y2

)
≤ 9ρ+ 6ρ3 ≤ 15ρ, dunque

per avere sup
(x,y)∈Bρ((0,0))

∥∥∥∥I2 − T ∂F

∂(x, y)
(x, y)

∥∥∥∥ ≤ 2
∥∥∥∥I2 − T ∂F

∂(x, y)
(x, y)

∥∥∥∥
∞
≤

≤ 1
2

è sufficiente prendere ρ =
1
30

, e di conseguenza r =
1

120
=

ρ

4‖T‖∞
≤

≤ ρ

2‖T‖
.

(c) Essendo F (g(u, v)) = (u, v) ∀(u, v) ∈ Br((0, 2)), allora
∂F

∂(x, y)
(g(u, v))

∂g

∂(u, v)
(u, v) =

(
1 0
0 1

)
⇒ ∂g

∂(u, v)
(0, 2) =(

∂F

∂(x, y)
(0, 0)

)−1

=
(

1 0
0 1

)
, inoltre 0 =

d2

du2
u

∣∣∣∣
(u,v)=(0,2)

=

=
d2

du2

(
arctan(g1(u, v)) +

g2
1(u, v)

2
− ln cos(g2(u, v))

)∣∣∣∣
(u,v)=(0,2)

=

=
∂2g1
∂u2 (u, v)

(
1 + g2

1(u, v)
)

(1 + g2
1(u, v))2

−
2g1(u, v)

(
∂g1
∂u (u, v)

)2

(1 + g2
1(u, v))2

+ g1(u, v)
∂2g1
∂u2

(u, v)+

+
(
∂g1
∂u

(u, v)
)2

+

(
∂g2
∂u (u, v)

)2

cos2(g2(u, v))
+ tan(g2(u, v))

∂2g2
∂u2

(u, v)

∣∣∣∣∣∣∣
(u,v)=(0,2)

=

=
∂2g1
∂u2

(0, 2) + 1⇒ ∂2g1
∂u2

(0, 2) = −1, analogamente 0 =
d2

dudv
u

∣∣∣∣
(u,v)=(0,2)

=

=
d2

dudv

(
arctan(g1(u, v)) +

g2
1(u, v)

2
− ln cos(g2(u, v))

)∣∣∣∣
(u,v)=(0,2)

=



∂2g1
∂u∂v (u, v)

(
1 + g2

1(u, v)
)

(1 + g2
1(u, v))2

−
2g1(u, v)∂g1∂u (u, v)∂g1∂v (u, v)

(1 + g2
1(u, v))2

+ g1(u, v)
∂2g1
∂u∂v

(u, v)+

+
∂g1
∂u

(u, v)
∂g1
∂v

(u, v)−
∂g2
∂u (u, v)∂g2∂v (u, v)

cos2(g2(u, v))
+ tan(g2(u, v))

∂2g2
∂u∂v

(u, v)

∣∣∣∣∣
(u,v)=(0,2)

=

=
∂2g1
∂u∂v

(0, 2)⇒ ∂2g1
∂u2

(0, 2) = 0 e 0 =
d2

dv2
u

∣∣∣∣
(u,v)=(0,2)

=
d2

dv2
(arctan(g1(u, v))+

+
g2
1(u, v)

2
− ln cos(g2(u, v))

)∣∣∣∣
(u,v)=(0,2)

=
∂2g1
∂v2 (u, v)

(
1 + g2

1(u, v)
)

(1 + g2
1(u, v))2

−

−
2g1(u, v)

(
∂g1
∂v (u, v)

)2

(1 + g2
1(u, v))2

+ g1(u, v)
∂2g1
∂v2

(u, v) +
(
∂g1
∂v

(u, v)
)2

+

+

(
∂g2
∂v (u, v)

)2

cos2(g2(u, v))
+ tan(g2(u, v))

∂2g2
∂v2

(u, v)

∣∣∣∣∣∣∣
(u,v)=(0,2)

=
∂2g1
∂v2

(0, 2)+

+1⇒ ∂2g1
∂u2

(0, 2) = −1⇒ g1(u, v) = g1(0, 2) +
〈(

∂g1
∂u

(0, 2),
∂g1
∂v

(0, 2)
)
, (u, v − 2)

〉
+

+

〈(
∂2g1
∂u2

∂2g1
∂u∂v

∂2g1
∂u∂v

∂2g1
∂v2

)
(u, v − 2), (u, v − 2)

〉
2

+ o
(
u2 + v2

)
= u− u2

2
−

− (v − 2)2

2
+ o

(
u2 + (v − 2)2

)
.


