Universita degli Studi Roma Tre - Corso di Laurea in Matematica

Tutorato di Analisi 3

A.A. 2009-2010 - Docente: Prof. P. Esposito
Tutori: Gabriele Mancini, Luca Battaglia e Vincenzo Morinelli

SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 7 (7 APRILE 2010)

RIPASSO
I testi e le soluzioni dei tutorati sono disponibili al seguente indirizzo:
http://www.lifedreamers.it /liuck
k(1
cos® (=
Loy = <)
nz
1 1 1 1
a X = —_— = — = — ¢ llx —
() llzal o (1) = o el

lim +/n2 = +o0, quindi z,

n—-+o0o

. . o 11 1 _
non converge in £;, mentre ngriloo znll2 = n1—1>r—',l:loo \/ﬁn\/(l T oo (%)) (1= cos (%)) =

= lim % i V2

1 _ =
e fn (e cos () Ve )T (1 cos (4)

=0, quindi z,, converge a 0 in 5.

2. ®(x)(k) = e 122 (k).

(a) ® non & una contrazione in £, perché ha pitt di un punto fisso: infatti,
P(z) =z < z(k)=e " 12?(k) = a(k) (1—e " tak) =
=0 < z(k)=0 SEFure z(k) = "1, dunque tutte le successioni

. e er un numero finito di %k
del tipo z(k) = { 0 I;er gli altri k&

& essenziale che z(k) = e ¥~ solo per finiti valori di k, perché altri-

menti & ¢ lo.

sono punti fissi;

(b) ® & una contrazione sulla palla unitaria X = {z € y : ||z]|c0 < 1}
perché Vo € X siha ||®(x)]| e = sup |e*k*1x2(k)| < sup |e*k*1| sup |z(k))* <
keN keN keN

1
<e 'suplz(k)|* < = <1 e dunque ®(X) C X, e inoltre Va,y € X
keN €
st [0() — @(0) o = sup e (20 — 12 (1) <
S
< sup |e "] sup |z (k) — y(k)|sup |z (k) + y(k)| <
keN keN keN
_ 2
< e supla(k) — y(k)| (sup [2(k)] + sup |y<k>|) < 2 sup (k) - y(k)| =
keN keN keN € keN

=2l = gl



sm(xlwg)
1+ y1

— e Y1 + cosys,log(coshxy) —

3. F(x1,22,y1,Y2) = (\/1 + a1 — +arctany2)

]. —+ i)
(a) Fediclasse C' in un intorno dell’origine, inoltre F(0,0,0,0) = (0, 0)

OF e ¥t —sinyo
e F(O,O,O,O) = 2y1 sin(xlgcz) 1
Y (1+47) e (@1,@2,51.,92)=(0,0,0,0)

1o\, .. OF - 10
= ( 0 1 )emvertlblle (conT = (ay(0,0,0,0)) = ( 0 1 )),

dunque per il teorema della funzione implicita I3r,p > 0e g €
€ C'(B,((0,0)), B,((0,0))) tale che F(x1, x2, g1(x), g2(x)) = 0Vz € B,((0,0)).

1
(b) Supponendo r < Ser < 1si ha che |[F(z1,22,0,0)| =

1
1+ 29

— \/ Vit az — > + (log(coshxy) — sin(x129))% =

1 2
VIta —1+1- 2) + (log(1 + (cosh(z1) — 1)) — sin(z172))* <

\/( 1+
< \/<|m—1’+‘1—‘> + (Jlog(1 + (cosh(zy) — 1))| + |sin(z122)|)?
2
VIitao—1) (VIt+a+1) - 2
2 h —1 <
‘J(‘ VIt +1 Trag|) T+ @lcosh@) =1l +|arza])” <
2
< 1] Izzl) L (gler e =2 +x§+x3 S
m—Fl 1 5 9 B

r2\ 2 2
\/|x1|+2|w2| # (e -1t len -1+ 5 ) o+ (ol +) <

2 1 2 1
<o (ore D) = B L B

4 154 2
PP p
avere  sup F(x1,22,0,0)|| < —r < = < ¢ suf-
s R 1 e

ficient d " inoltre, T, — TOL ( )
ciente prendere p = —; inoltre, Iy — T — (x1, 2, =

p p 30° 2 y 1,22,Y1,Y2

1—e™n sin ¥y
=| _zwsin@azy) {_ 1 , dunque essendo |1 — e | < 3y | <

(1+42)° 1+y3

2y sin(z122)

< 3p, [sin(y2)| < [y2| < p, |- < 2[y1 || sin(z122)] <

2
(1+y7)
22 4 232 2 1
§2p|x1x2|SQp%SprgﬁprﬁgfoS%e —W =
2
2
Y3 2 2
= < y; < p* < p, allora per avere
1_’_y§ SYs>xp P p
oF
sup HQ—T@($1,$27yl’y2) <

(z1,22,91,92)€Br((0,0)) X B, ((0,0))

<2 sup
(z1,22,91,y2) €Br((0,0)) x B, ((0,0))

<6p <

OF
HQ — Taiy(xthu ylva)

oo



1 1
< 5 e sufficiente prendere p = 12’ e di conseguenza r = % = 360"
1
Essendo v/1 + 21 — Tom e 91 @172) 4 cog(gy (21, 12)) = 0 Va € B,((0,0)),
T2
d
allora0 = — (V1 4+ 2; — — e (@) 4 cos(ga(x1,x2)) =
dxq 14+ 2o (21,22)=(0,0)

1 8 0 .
N ( ZIL (g, wo)er@m2) — 292 (0 ) sin(gy (w1, w0))

21+ 21 8961 0z )‘(zl,xz)—(o,o)
1 1
ur%(oo) 891(00)——e0=d(\/1+:c1—

drq 0 2 dxo 14 @
1
_6*91(961,962) + Cos(gg(xl,xg))) (01,52)=(0,0) = ((1“1‘1'2)24_
F I 0y e ro) = O (0 ) sin(gy (o1, 2)) -
0xo 0w (z1,22)=(0,0)
=14+ gﬂ(o 0) = %(0 0) = —1, analogamente log(cosh z1)—
sin(z1x2)

—————— +arct =0Vz € B.((0,0)), d 0=
1+ ¢ (a1, 22) + arctan(gz(z1, 72)) z € B-((0,0)), dunque
sin(zqx2)

(z1,22)=(0,0)

) + arctan(gs (21, 352)))

1 —|—gf(a:1,x2

= d%ln <log(coshx1) .

= tanhx1 — 2 3
(1+ gi(z1,22))
092 (11,2 0 9
76'"“(21 d 292 0,0) = 292(0,0) =0 e 0 =
T @) )|, oy O o

_sin(@12p)

1—|—g%(m1,x2) (z1,22)=(0,0)
—2g1 (w1, xQ)g—g;(ml, x9) sin(z1z2) + (1 + g3 (21, 552)) (z1 cos(z122))
(1+ g2(x1,72))°

_ 992 992
= (0 0)¢ax2

d
= — (log(cosh x1) — + arctan(gs (1, 132))>

d$2

S (1, 1) )

(0,0) = 0; quindi,

1+ g3 (21, 22) O

(z1,22)=(0,0)

1@, 33) = g1(0,0) + <(ggl (0,0), ggl (0, 0)) ,(331,132)> +

+o (,/x‘{ + x§> = —% —za+o (,/x1 + x2> e go(21,22) = g2(0,0)+
+<<292 (0,0), ggz (o, 0)> ,(xl,x2)> Yo <m> —0 (\/M)

1
y) = (Sln(l’y) —+ & cos Y, €m+y — :[—f—xz—’—yQ) .

F & di classe C! in un intorno dell’origine con F(0,0) = (0, 0), inoltre
oF ycos(zy) + cosy xcos(xy) — xzsiny
(0,0) = Yy

Tty — 2 oty _ 2y

Az, y) heatuz)” © (Hmztyzf (@4)=(0,0)
. _
= ( } (1) > ¢ invertibile (con T = (886 m (0, O)> = < _11 (1) >)v

—2g; (11, 562)3%1(371, z9)sin(z122) + (14 gi (w1, 22)) (2 cos(z122)) N



dunque per il teorema della funzione inversa 3r,p > 0e g €
€ C'(B,((0,0)), B,((0,0))) tale che F(g(u,v)) = (u,v) ¥(u,v) €
B:((0,0)).
oF
— (x,y) =
9Ge.y)
1 —ycos(zy) — cosy zsin(y) — x cos(zy) )

(b) Supponendo p <1, si ha che I —T

| yeos(ay) + cos(y) — " + ity 1+ ecos(ay) —wsin(y) — e 4 sty

dunque essendo |1 — y cos(xy) — cosy| < |y|| cos(zy)| + |1 — cosy| < |y|+
2

3 . .
+L < p+ 2 <) |usin(y) — wcos(y)| < |2]|sin(y)| + |a|| cos(zy)| <

2 2 — 2
201 <yl cos(ay) |+
—— | < |yl|| cos(xzy
(1+a2+g2)
y2
5

< 2| < 2p, |y cos(xy) + cos(y) — "

2|z|
5 <yl +

— +3(z| + |y)+
T (| + lo))

+lcos(y) — 1] + |1 — " Y| +

2 19
+2lz| < p+ % +6p+2p < SPe ’1 + x cos(xy) — wsin(y) — e TV

% 2
(1+a2 +y2)° (1+a2+y2)" ~
2]z| + 3(Jz| + |y|) +2|y| < 2p+ 6p + 2p = 10p, allora per avere
T oF (2.9)
—T———(z,y
O(z,y)

+ < ||| cos(ay)| + ||| sin(y)| + |1 — e*T¥| +
<

@<z s
o(z,y) (2,y)€ B, ((0,0))

o0

(z,y)€B,((0,0))
1 1
<20p < 3 ¢ sufficiente prendere p = 10 e di conseguenza r = —

160
p__P___p

T4 ATy - 2T
(¢) Essendo F(g(u,v)) = (u,v) ¥Y(u,v) € B-((0,0)), allora

7F UU&’U,’U: u,v)) = —/—\u,v) =
5039 ) gy () = ey Pl ) = g

1) ¥ € B(0.0) = 52 0.0) = (505 0.0)
0
1

9(u, v) (z,
), dunque g1 (u,v) = g1(0,0) + <<%gu1(o, 0), ;(07 0)) , (u, v)> +

+o (\/u2 +v2> =u+o (\/u2 +v2) e ga(u,v) = g2(0,0)+

o)) 7
+o \/m .

CE={(z,y,2) eER* 2 +y* + 2 < 1,2 > 0} e f(z,y,2) = 2°y* + log 2.

(a) f &superiormente limitata su E perché se (x,y, z) € E alloraz,y,z < 1,
dunque f(z,y,2) < 1212 +log 1 = 1, ma non ¢ inferiormente limitata

su F perché (0,07 ) eFef (0,07 ) =log () 21 _ o
n n n
(b) Essendo f inferiormente illimitata su E, i%f f = —oo; per calcolare

sup f, notiamo che se E 3 (2, Yn, 2n) "I R = {(z,y,2) € R3 : 2%+
E



4+t 422 <1,z = O}, f(@n, Yn,s 2n) nteo —00, dunque lestremo su-

periore non sara raggiunto sul bordo inferiore F; di E e percio sara un
1

massimo; inoltre, V f(x,y, z) = <2xy2, 222y, ) #(0,0,0) V(x,y, 2) €
z

F, quindi questo massimo non sara raggiunto all’interno di E e
dunque verra necessariamente realizzato sul suo bordo superiore Fy =
= {(m,y,z) ER3: 2?2+ 92 4+22=1,2> 0}: per il teorema dei molti-
plicatori di Lagrange, le coordinate dei punti in cui viene raggiunto

2zy% = 2\
222y = 2y
il massimo sono soluzioni del sistema % =2\z —
24yt +22=1
z>0
2z (y2—A) =0 x(ny%):O
Zy(xZ—A)zO y(x2—7)20
= /\zﬁ = )\:ﬁ : se fosse y? =
$2+y2+22:1 SC2 y2+2271
z>0 z>0
= — allora avrei > = —, perché y # 0, dunque 1 = 22 + y? 4+ 22 =
222 . 222
1 1 2t +1 2
zﬁ—kﬁ—kzzz e <:>O:z4—z2+1:(z2—1) + 22, che

e assurdo, dunque dev’essere z = 0 =

:>—L:0:>y:0:>z:1,quindisupf:maxf:f(O,O,l):0
222 E E

6. y(t) = (cos®t,sin®t) per t € [0, ]

(a)

(c)

7.z, (k) =

Ponendo z(k)

I5(t)]| = || (3sint cos® t, 3sin® t cost)|| = 3| sint|| cost|[|(cost, sint) =
= 3|sint|| cost|\V/cos? t + sin®t = 3|sint||cost| =0set = g, dunque
-~ non ¢ regolare; tuttavia, ¢ regolare a tratti perché ||¥(t)|| # 0Vt €

™ 7r
c(03)0 ()
T ™ 5
I(y) = / 15 (@) |ldt = / 3| sint|| cost|dt = 3/ sint cost+
0 0 0

T . 92 5 .9,
t t 3 3
+3/ —sintcost =3 S +3 _ o =4+ - =3.
x 2 ], 2 | 2 2

2

/\3/|xy|d£:/ \3/|x(t)y(t)|||ﬁ(t)||dt:/ | costsint|3|sint|| cost| =
ol 0 0
T 2 . 2 ™ 2 2 T 1— 4
:3/ (2costsint) dt:3/ Sm(t)dt:/ cos( t)dt:?) t
. 4 . 4 o 8 8
sin(4t)]1" 3
=—.
32 |, 8

B 1 + arctan (%)

k2
+

1
=52 si ha che z, "5 z in fy, perché ||z, — |3 =



“+o0

B arctan (%) 21 1 poo . P00
—; 12 gk:1 /=] —H;ﬁ — 0;inoltre, z,, — =
+oo t k n t &
anche in ¢; perché ||z, — z|; = Z arca;f# = ZW%—
k=1 k=1
X |arctan ()| nk Xz 11 7 X1
+ 2 TS It Y EE ) rty D m S
k=n-+1 k=1 k=n-+1 k=1 k=n+1
" TR 1 1o X1 e
<5 145 Zeatg 2@ 0



