Universita degli Studi Roma Tre - Corso di Laurea in Matematica

Tutorato di Analisi 3

A.A. 2009-2010 - Docente: Prof. P. Esposito
Tutori: Gabriele Mancini, Luca Battaglia e Vincenzo Morinelli

SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 9 (10/12 MacGcio 2010)
INTEGRALI CON FUBINI E CON CAMBIO DI VARIBILE

I testi e le soluzioni dei tutorati sono disponibili al seguente indirizzo:
http://www.lifedreamers.it /liuck

LA={(z,y) eR?:|z|-1<y<l-2*}={(z,y) eR*: 1<z <1z -1<y<1-2%}.

x| -1

/A|m| ci)s(wy)dxdy = /_11 || dx /:|:j2 cos(my)dy = /_11 |1:1dx
== [ el (s (1 =) = sin(ael = 1)) = = [ (s (1= 02) -

_jn(ﬂo(x__l)): dxz}/olxsin (m (1—f2))1dx—?/Ola:sin(ﬂl(x—l))dx =
:7/ sin(— )dt_<[—xcos(7r(x— ))} +/O cos(m(x — ))dx _

™) . 2w m m

2 [cos;—t)r 2 <_1 i [t = 1) ) 22 -4
T T e T s 2 0 2 o7 ™ 2

2. B:{(m7y7z)€R3:0§x§1,0§y§x70§2§y}.

05



eTY? Yy
/ zty? eV dadydz —/ 4dm/ 2dy/ xyzdz—/ 4dx/ 2dy[ }
1 Ty 2 1
3 — [ .3 ey s(€ 2 -
/ daz/ dy /0 d:z;[%c 2]0 /0:17 <2x 2 2>daz
3

1
_/1 wert @t w\ o et @t e 11 1 e 5
) 2 2 2 6 12 60_61266_612'

3. C={(z,9,2) eR* 10 <2 <20 <2,0<a%+y’s+2<1} =
3. x —1
{xy, G]R.OSxS1,§Sy§x70§23x2+y2+1}

1 2 2
/ (2® + y* + 1) arctan adadydz :/ arctanxdaz/ (2 +y° +1) dy/ > T
c 0

g 0

/1 arctanmdw/ (:L' +y° + ) o d /1 arctan z[y] /1 xarctanx
- = I 1‘ E =
0 v 22 4+y?+1 Y o 3 0

22 arctanz ]’ ! z? p T 1/1 1 ) 4 T 1[ . P
_ — _ = — — — = — —lar ner — =
1 |, S 1@+ T 6 4 )y \a2 1 T e Tglaretany = rlo =

4
.7 + T 1 7 1
16 16 4 8 4
.3 .4
2
4. D = {(Jz,y,z) GRS:—% <z < cos(ysinz),0 < ysinx < g,g <z< §7T} =
-3 .4
sin® x + sin” T T 2
= R .22 7 T << i 0<y< Tep<?
{(x,y,z) € CETmE <z < cos(ysinz),0 <y < 5ema’'3 S¢S 37r}




Vol(D /§ J /zwxd /COS(?/SH”D) J /§ . /2”¢< (ysin ) sin3z+sin4z>d
ol( T Y z = X cos(ysinr) + ———5— | dy =
0 __ sin3 z4sint z 0 (7T+2y)2
2.

(fr-*—2y)2
Zn ; PE 3T 1 03 4 3 4
B da sin(y smm) sin®  + sin* z B _ sin®w + sin®* x n sin® z + sin® x d —
z sin x 2(r +2y) o z sin x 2 + S 2w
2 . 2 .
3" 1 sin*x  sindx —|— sin x 37 1 sin®
= — — + dr = — + dr =
z sinx 21 sinx 2

Nl

/?,w sinx sinx(l—cos x d t—cos z /* 1 +17t2 i —
v s \1-2 " on -

:/_é( 1 N 1 +1t?3dt[log(1+t)1og(1t)+tﬁr _
3 (2)

1—cos?z 2

2 2 2 67

1
-2
1 log (3 1 11 log (2 1 1 1 11
:og()iog(Q) 1 1 log og (3) R 3 g (L) 4 Yo
2 2 47w 487 2 2 4 48 2 2 24
11
—logS—&—ﬁw.

5. A:{(x,y)G]Rzz()gygx, 1§x2+y2§4} flzy) ==
Passiamo in coordinate polari cioé poniamo (z,y) = ®(p,0) = (pcosb, psin0).
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Notiamo che ®~*(A) = {(p,0) € R?: 1 < p <2, § < T} e che la matrice Jacobiana di

N cos) —psind
d e JB(p,0) = < D p”cose > = | det JD| = p.

Per la formula del cambio di variabile abbiamo quindi che
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6. B= {(Q:,y,z) eER x4+ y“+22 <1, z,y,2 > 0} flz,y,2) = R ——
Passiamo in coordinate sferiche cioé¢ poniamo
(z,y,2) = ®(p,0,p) = (pcosPsinp, psinfsin @, pcos p).

Notiamo che ®~1(B) = {(p,0,<p) ER?:0<p<1,0<0< 5, 0<¢p < %} e che la ma-
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|det J®| = p?sin .
Per la formula del cambio di variabile abbiamo quindi che
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. C = {(z,y) eER?:0< 22— > <ay<1, x20} f(x,y):(x4—y4)ezy

Poniamo u = 22 — y? e v = xy cioe (u,v) = G(z,y) = (2% — y?, 2y).
GIC)={(u,v) eR? : 0<u<v<1}={(y,v) eR? : 0<u<1, u<v<1}
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Questo ci dice che G ¢ una applicazione biettiva tra G e G(B) e che G~!(u,v)

D (u,v) = (\/ (Vu? + 402 + u), \/ (Vu? + 4v? —w)). 1l cambio di variabili (u,v) =

®(z,y) ¢ equivalente a (z,y) = ®(u,v). Inoltre ®~1(C) = G(C) e det JG(z,vy)
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Notiamo che se (z,y) € C allora
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Per il teorema del cambio di variabile abbiamo quindi che
dudv = 1/ (22 —y?)e™
2 (z,y)=2(u,v)
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8. D= {(x,y,2) € R* :max{la], |y|, |2} <1<a? +4° + 2%} f(z,y) = 2®y?2”

Notiamo che D = D1\D; dove Dy = {(z,y,2) € R* : max{|z|, |y|, ||} <1} e Dy & la
palla unitaria di R® D, = {(z,y,2) € R3: 2?2 +¢2 422 < 1}.
Per il teorema di Fubini abbiamo che

1 1 1 1 1 1
f(z,y, 2)dzdydz = / dm/ dy/ dz x%y?2% = 8/ dz x2/ dy y2/ dzz? = —
Dy -1 -1 -1 0 0 0

Passando alle coordinate sferiche abbiamo invece che
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9. E:{x€R3:<Mx,x>§ 1}
Siccome D & simmetirca e definita positiva allora per il teorema spettrale esiste una



A 0 0
matrice ortogonale Q tale che QTMQ = D = 0 X2 0 |]. Consideriamo allora
0 0 As
il cambio di variabile z = ®(y) = Qy. Si noti che |det J®| = |det Q| = 1 perché @ ¢
ortogonale.
Inoltre @~ 1(E) = {y € R? : < MQy,Qy >< 1} ma< MQy,Qy >=< QT MQy,y >=<
Dy,y >= My? + Aoys + Azy3 quindi @71(E) = {y € R® © A\iyf + days + Aay3 < 1} @

Dellissoide in R? centr nell’origin n miassi di lunghezze =, ——, —~=. Per
ellissoide centrato nell’origine avente semiassi di lunghe © o s Fe

la formula del cambiamento di variabile abbiamo quindi che
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abile (21, 22,23) = ¥(y1,¥2,¥3) = (VA1y1, VAay2, VA3y3). Dato che U~1(®~1(E)) =
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Vol(E) = / L dyrdysdys = | /Ms/Dav/Ns dzrdzadzs = /Ay/Day/NsVol(By(0)) =
03]

—HE) B1(0)

= oAV AV = Vet M



