AM5-2008: Settimana 3
SOMMABILITA ed £'(X, p).

f misurabile si dice sommabile, e scriveremo f € LY(X,u), se [|f|] < oo.

In tal caso [ R N e
Proposizione 1. Siano f,ge £', t,s€R. Allora
(i) tf+sg €Ll e [tf+sg=t[f+s[g
(i) f<g. = [f<[g Inpaticolare, [[f] < [I[f]
(i) [|f|=0 < {f#0} hamisuranulla ( fénullaq. o.)
(iv)  p({|f]=+o0}) =0
(v) {|f|#0}é o—finito, cioé
esistono E; misurabili e di misura finita tali che {|f] # 0} C U, E;
Provadi (i).  (f+9)"=(f+9)” =f+g=("-f)+(@"-9g) =
(f+o)"+f +g9 = (f+9) +f +g" =
Jusors [+ o= [Gro+[rr+ s =
[1+g9=[U+ar=[u+a = [r=[r+[a=[s=[r+]9

Prova di (iii). ¢ indica una funzione semplice: [1fl=0 <
s0<p<lfl= [p=0o 0<e<|f=nlle#0)=0) & u({lf| £0} =0

Prova di (iv).  [[fI = JIf] Xyjzm = ne{lflZn}) =

p({1f] =+och) < u({lfl zm) < - [17] WneN
Provadi (v). {f#0}=U{|f|=>21} e
MRS

1
n

voo > [171= [1fl x

{|f|z%}

1



Teorema 1 (Lebesgue)  Siano f, € L'. Se f, € equidominata ( se esiste cioé g
sommabile tale che |f,(x)| < g(x) quasi per ogni x) e f, converge ad f q.o., allora

ferlted [|fu—fl—n0.
Prova.  Se f, converge ad f q.o., esiste N tale che
pN) =0, |fulz) = f2)] =0 Ve g N e |fulz) - f(2)] <2¢9(x) Vo &g N
e ci6 assicura che [ |fu(z) = f(2)| = [[fa(2) — f(2)[xne — 0.
Definizione. Se f € L' ed F é misurabile, g f = ){f XE
Proposizione 2. Sia f € £'. Allora
() ACB AB misuabili = [ |f] < [|f
(i) {fgc} fzep{fzcl) Ve
(i) (infa f) p(A) <[4 J < (supaf) p(A)
(iv) AjeX AnA;=0Vi£j = [Joa f=%;/4 f
(V) A el AjCAin YV = [o f — Jua, f
Vi) A€, A CA4Y = [u, f — Joa f

Prova di (iv)-(v)-(vi). A,NA;=0Vi#; = Xoja, = 25 Xa;, = f Xo,a, =
lim, 377, f Xa, © |25 f XAj| < |f| . Dal teorema di Lebesgue,

[ r= i, = [im>fx, =timd [ =3[ 1
UjA; T L ‘ sl A j=1"4i
Analogamente, X, = Xoa;0  Xa, = Xeja, X4l ST =

[or=fro = o= ] 1o [ r=fra - oo, =[

njAj

Assoluta continuita dell’integrale:  Sia f sommabile. Allora

() Ve>0,36,>0: uA) <5 = /A|f|§e

(1) Ve>0, JA.: u(A) < o0 e / If] < e

€



Prova. (i) Per assurdo: Jeo > 0, JA; tali che p(A4;) < 5 e Ja,; 1] = o
Se B = N, Ujs, 4;, tisulta pu(B) = 0e [5|f|] = lim, [, Aj‘|f| > €,
contraddizione.

j=n

(i) B {lf|>0}=UA, A= {IfI =1}, u(A,) < oo, [|f| = lim [, |f]-
Dunque, In, : €+ fa, 1l 2011 = La, 1F] + Lac, IS

CONVERGENZA QUASI OVUNQUE, IN MISURA, IN MEDIA

Siano f,, f funzioni misurabili in (X, X, ). Diremo che f,, converge a f
quasi ovunque (q.0.) se AN eX: u(N)=0 e folz)— f(z) Ve ¢ N
in misura se Ve >0, p({z:|fulz)— f(x)]>€}) =40
in media se fn, [ sono sommabili e ){ |fo — fldp —, 0.

Nota.  Unicita del limite: se f, converge a f e a g q.o. (oppure in misura,
oppure in media) allora  p({z : [f(x) —g(x)| #0}) =0, (sidice f=g q.o0.)

Lemma

(i) fuo—f inmedia = f,— f in misura

(i) fo—f «qo. = f,— fin misura sugli insiemi di misura finita
(i) f,— f inmisura = dng: f, — f quasi ovunque
Prova.

() Segue da:  [|fn = f] = eu({|fn — f[ = €})

(i) Sia gn:=|fu—f] B {z€A:g,—0} =N U, Mpsp{z€A: gp < 13.
Quindi, g, - 0 go.in A <  pU; Ny Upsp{z € A gy > %}) = 0. Quindi, se
gn — 0 qo.in A ed A é di misura finita, allora pu(Ugs, {x € A: gp > %}) —, 0
per ogni j e quindi f,, —, 0 in misura su A.

(iii) Se f,, —, 0 in misura, é vero che Vj, 3n; : p({g, > %}) <5, Vn>n;.
Siccome Uj>p{gn; > jl} é una successione decrescente di insiemi con



1(Ujzr{gn, > %}) < Xivk 2% = 21%1 , risulta p(Ny Ujsk {gn; > %}) =0. Ma

1 .
T ¢ M Ujsk {gn, > ;} = dk: j>2k = gnlr) <

Sl =

equindi g, () =0 Vo &Ny Ujsk {gn;, > %}

Nota. Unicita del limite: dalla Prop. segue che se f,, converge a f q.o., od,
indifferentemente, in misura od in media, ed f,, convege a g q.0., od, indifferente-
mente, in misura od in media, allora  f = g q.o.

CONTROESEMPI

(i)  La convergenza in misura (cosi come la convergenza q.0.) non implica la
convergenza in media: X = R con la misura di Lebesgue e f, = nx( 15 fa
n
converge a zero in misura (e puntualmente), ma [ f, = 1.

(ii) La convergenza in misura non implica la convergenza q.0.:  f,x = X[k=t k1,
n ’n

ove, dato ,n € N , k va da 1 fino ad n, converge a zero in misura ma non converge
in alcun punto (in ogni punto il massimo limite é 1 ed il minimo limite é zero).

(iii) La convergenza puntuale non implica la convergenza in misura: fn =
Xnnt1]  converge a zero puntualmente ( e, sugli intervalli limitati, anche in misura),
ma non converge in misura su tutto R.

Teorema 1 (Lebesgue)  Siano f, € L' . Se f, é equidominata e f, converge
ad f in misura, allora f € L' ed f, converge a f in media.

Prova.  Siccome f, converge ad f in misura, una sua sottosuccessione converge
q.0. e quindi in media. Se f,, non convergesse in media a f, esisterebbero n; ed
e > 0 tali che [|f,, — f| > €, mentre anche f,, al pari di f,, dovrebbe avere una
sottosuccessione convergente a f in media.

CONVERGENZA IN MISURA E TEOREMA DI VITALI

Abbiamo visto che se  f é sommabile, allora

() Ve>0, 3.>0: Eex, wE)<s = /|f|§e
E

(i) Ve>0, 3B e¥: uE)<oo e /|f|§e

€



Se [|fn — f| — 0, le proprieta (i)-(ii) valgono (banalmente) uniformemente in n:

()

Ve>0, 3J6.>0: FEeX, wk)<i = sup/|fn|<e
n E

(kk) Ve>0, 3E.€X:

WE)<oo e sup [ |[fo] <€
EC
Infatti,

n €

/E!fn\ S/Ifn—fH/E\f\ < 2 se

mentre [ |f;j| < € perj

1,...,ncse u(E) <
Analogamente, se [p. |f|

- )
< ¢ allora

/|fn|§ / |fn_f’+/ If| <e se n>n,
B¢ B¢ E¢

mentre [pe
7€

fil < eperj=1,...,nper certi E;. di misura finita e quindi, posto
F. = E.U; Ej, risulta [p. Ifu] < e
TEOREMA DI CONVERGENZA DI VITALI .

Siano f, sommabili e convergenti in misura ad f. Se valgono (k) e (kk), allora
f € sommabile e [|f, — f| — 0.

Prova.  Dalla Prop. 1-(ii) e dal Lemma di Fatou segue che:

3fn, —r f qo0.  equindi

Jelfl < lim Jg [fo,| <sup, Jplfal  VEE€X.  Se
de;, E. sonocomein (k)—(kk) e E.,:={x € E.:|f.(x)—f(x)| > e )} per cui
w(Eeyn) <0 sen>n. (f, — fin misural)

vediamo che f é sommabile, perché

Jirs [ s [ =gl [ Il <ses [1R] vnzn,
EgUEgyn Eg\Ee,n Ee\Ee,n E.
e, infine, n>n. =

€

= De
u(Ee)
NOTA. Nel Teorema di Vitali I'ipotesi 'f,, converge a f in misura’ pud essere

sostituita dalla ’f,, converge a f q.o., giacché la convergenza q.o. implica la conver-
genza in misura sull’insieme di misura finita F..

JUa=tl=[ A=l [ M-Sl S e+
EECUEG,’H, E€ EE,TL EE\EE,’VL



COMPLETEZZA

Una successione di funzioni sommabili f,, soddisfa la condizione di Cauchy per
la convergenza in media se

Ves0, G mmzne = [lf-fal <e (©)

Se f,, converge in media, f, é necessariamente di Cauchy (i.e. soddisfa (C)). Vicev-
ersa, se f, soddisfa (C) , allora f, converge in media a una funzione sommabile f:

Teorema  Se fn € una successione di funzioni sommabili, allora
fn converge in media se e solo se soddisfa la condizione di Cauchy (C).

Dimostrazione. La necessitd é ovvia; proviamo la sufficenza. Da (C):

1
Jny, : /lfnk+1 _fnk| < ?
Posto  gi := fu.., — fn,, dal Teorema di B. Levi otteniamo
1 -
SIS ol | dn = 5| [lorldn] = 5 5 < 400 ciog
i k e
g = |ol ¢ sommabile e quindi finita q.o., e quindi
ke
la serie Z gr converge ¢.0., OVVEro f(z) :=lim f,, esiste q.o. Inoltre,
e
|fo]l <I|fil+9¢ e quindi /|fnk — f| = 0 (convergenza dominata)
Da (C): Ilfa = 1< o= fal + T = fl <€ se nyng=ne

NOTA. Dalla dimostrazione:

fn di Cauchy = 3 f,, equidominata e convergente quasi ovunque.
Definizione di L'(x). L'(0) ={[f]: [[fl<oco}, [f] ={9:9=Ff qo}
Possiamo riformulare i fatti mostrati dicendo che

- | fll = / |f] é una norma su L*(p)

— (LY IF1D é uno spazio di Banach



Esercizi e complementi 3

Teorema di Egoroff.

Sia p(X) < oco. Siano f, misurabili tali che f,(x) — 0 Vz. Provare che

Ve > 0,3A, misurabile : u(A.) <e e f, — 0 uniformemente inA \ A,

€

Suggerimento. Provare che Vi, €, In(e,j) : p(Un>n(e,j)1gn = jl}) < 57 e considerare
Ae = Uj UnZn(e,j) {gn > %}

Funzioni sommabili

Esercizio 1. Sia f Lebesgue sommabile in RV,
Sia  fu(z) :== f(x —h), h € RY. Provare che
/RN frn(x)dx = /RN f(z)dz
Suggerimento. Provarlo dapprima per le funzioni semplici..
Esercizio 2. Sia f sommabile in R. Provare che
(i) 22 f(x+k) converge assolutamente quasi per ogni z € R
(i) g:=3>{_ f(z+k) & l-periodica e sommabile in [a,b] Va <b
Suggerimento. Considerare Y73 [q fuxpa), fu(x) = flz+k)

o . . 4 . .
Esercizio 3. Provare che la serie 3129 (cosnz)™ converge quasi per ogni
x € [—m, 7] e diverge in un insieme denso in [—7, 7] .

us
. . 5 4
Suggerimento. Considerare > [i2 (cosnx)™ dx
Esercizio 4. Sia  n — r, biiezione di N su Q.

1 . . .
Provare che 32, ——~— V= < 0 per quasi tutti gli z € R.
. . . b 1
Suggerimento: Considerare [ (3, 72"\/m> a <b.



Convergenza in misura, q.o., in media

Esercizio 1. Sia f,(z) := |sin(k,z +t,)[P", z € (0,27), k, € N,p, — +00.
Provare che f,, converge a zero in misura.

Sugg. Confrontare L'({z : |sin(k,z + t,)|P* > €}) con L'({z : |sinz|P" > €}

Esercizio 2. Discutere convergenza puntuale, uniforme, in media, in misura per
( ) ( 1+n2127 (S (07 1)7 fn(x) = 1!717%3:2, LS (17+OO)
(i1) fu(z) = nze ™", 2 € (0,1), fulz)=nze ™" x e (1,+00)
(iid) fo(z) = 2225 2 € (1,400)
(

TL4+CL’2 I

) fa(2) = Gt iogmrD

Esercizio 3. Siano f,, ¢ misurabili in R, |f,(z)] < g(x) per quasi tutti gli .
Provare che L'({g > €¢}) < oo Ve >0, f, —0q.0. = f, — 0 in misura

Suggerimento. L'({|f.| > €}) < L*{|g(x)| > €})....

Esercizio 4. Sia ® : N — QN [0, 1] biiezione. Siano

(I)(k) = %7 mg, N prlml tra loro fk(a?) — 6_(mk_nkx)27 YIS [07 1]
k

Provare che f;, tende a zero in misura, mentre lim fy(x) non esiste per alcun z.

Suggerimento. Trovare le x che soddisfano la disequaglianza (my—mnx)? < log %
Usare poi il fatto che per ogni x esistono razionali mg,ng tali che |z — Z’:—: < %
k

Considerare a parte il caso x razionale.

Esercizio 5. (i) Trovare f,, misurabili tali che f,, — 0 in misura ma [ |f,| > 1
(ii) Trovare f,, misurabili tali che f, — 0 q.o. ma [|f,| > 1

(iii) Trovare f,, misurabili tali che f,, — 0 q.0. ma non in misura

(iv) Trovare f, : [0,2] — R tali che f,(z) — 0 Vz ma non in misura
Suggerimento. fn = Xu,5,(Z + q;)---

Esercizio 6 . Sia pu(X) < co. Siano f, > 0 funzioni sommabili. Provare che
sup [ fu <400, fo= f qo [ fadn = [ fdu = fa=fln—0

Suggerimento: Ape =A{x:|fulz) = f(x)]| > € =
Tl = FI < a1 = flHen(X), o) — en(X) <[4, fo < o(1) + ep(X)




Funzioni sommabili: cenni di soluzione

Esercizio 2 Per Beppo Levi e numerabile additivita dell’integrale

Yoo [+ +oo .1 T k41 +oo
[ S mlon| @ =3 [ =3 [ s = [T < 40

[e.9] -

Dunque 3% | f(z+k)| < 400 per quasi ogni x € [0,1]. Siccome >* |f(z+n+k)| =
ST f(x+ k)| Vn € Zéinfatti X1 |f(x + k)| < 400 per quasi ogni = € R e
tale funzione é per 'appunto 1-periodica.

Infine [y |7 f(x+k)|dr < [g|f| < +00 e quindi, per periodicitd, g é somma-
bile su ogni intervallo limitato.

Esercizio 3 Effettuando un cambio di variabile ed utilizzando la periodicita
del coseno, troviamo

™ 1 nZ ™
/2 (cosnz)™ dz = —/ *(cost)™ dt = /2(cost)”4dt
0 n Jo 0
Siccome fog(cos t)rdt = O(ﬁ), vediamo che fog (cost)™' dt = O(-%) e quindi, per
Beppo Levi
5[ " X [ "
/ > (cosnz)™ | dx = Z/ (cosnz)" dr < 400
o |54 ~=Jo
Dunque > "%(cos nx)"4 < 400 quasi per ogni x € [0, 7] ed infatti, per periodicita,

quasi per ogni x. Infine la serie diverge in ogni z = %T”, k,l € N.

Esercizio 4. ™, \/;ai—rn\) <8 M % = 16vM =

M 1 M M 1
zn:/]V12’H/|x—rn| S16VM - = /M[;/M2"1/|x—rn|]

= Z ; < +4+00 q.0.x

n 2% /e — 1y

dr < oo

Convergenza in media, q.0., in misura: cenni di soluzione
Esercizio 6 . Sia [:=[f, A,.:={z:|f.(z)— f(z)| > €}. Intanto
wX)<oo,fp—f qo. = fo—f inmisura = (A, —,0

Quindi [, f —, 0 (‘assoluta continuitd dellintegrale) e quindi

JIsmd1< [ A flren(X) < 20X+ [ fo Wnzne Ma [ fu=
=Ito()= [ fu<Ito(n)-[

c
n,e

(f—e)geu(X)%—/A f<2ep(X)  Vn>ne



