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SPAZI L»: COMPATTEZZA DEBOLE E DUALITA

Sia g misurasu X, p>1, -+ - =1; .||, indicherd la norma in L?(X, p).
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Uniforme limitatezza

h, € LP, sup|/hng| <400 VgeL? = suplh,l, <+oo

Prova. Equivalentemente,
h, € L?, sup, ||hn||, =+00 = 3FgeLi: sup,|[h,g| =00
Passando ad una sottosuccessione, possiamo supporre che | h,||, > 4", e quindi

hn
1Pl

fn = 4" soddisfa | full, = 47, sup | /fn gl < +oo VgelLf

. -2 . n ;
Sia goi=BUM Sina [lglt=1 ¢ [fuga=|ful,=4" Poi

n+m Uj n+m 1
ol <1 = [ ) 35 9illa = ) 3z a0 Vm =
R © O'j O'j 4n 14 n
= —(; € L - / n g; < — = —\z A
g zl: 3]g‘7 S ’]gl 3] f g]’ —j>n 3] 2(3) n

Ora, i numeri o; si possono sciegliere in modo che | [ f,§| — +o00. Basta prendere

1
;gfh%> (sign 0:= 1)

n
o1 :=1 e, induttivamente, o, := sign <
j=

perché, con tale scelta , risulta

n

n—1
g | = 9; . On 1., A,
Y3 [hel =123 [he+ 5 [ fol 2 Q" [ ha=G)
Quindi | [ fugl =1 P/ fags + ¥ P fagil >
Jj=1 j>n

> >1(4)” +
—(z) — too
- - 23

X5 [ fol 1S5 [l

i>n




Definizione di convergenza debole in I.”.  Sia f, € LP:

fo = f & [fogdu— [ fodn ¥gers

Proposizione.

i) | fn—=fllp =20 = f,—, fin L? (ma non viceversa)

i) fo—=nf, o —ng, nIP o, feR = af,+ 09, —naf+Fgin LP
(ili) fn —=n f in L = sup, [ fall, < +oo e liminf||full, > [If],

(iV) fo—=n f 0 L7, go—g in LY = [fugn —n [[fg

V) <g>=L% [fngi—n0 Vj, sup, [[fullp < +o0 = f,—,0in LP

Prova. () [ f (o= ol <Ifu—Flpllglly —n 0 VgLt (i) ovvia
i) |/ fugl < fallp lglly = 10 f gl < Qimin, 1], lgll, Vg€l =
JUe =1 [ £ A2 01 < timnf | fully |17l = liminf [ £,), ([ 177)5

(iv) sup, || fulp < +00 =

| [Unga= I <1 [Ga=Dgl+] [@a=0)1al <1 [(Fa=Dal+ 1 Fallp 909l =0 0

(v) E[f.g —n0 Vge< g; >. Dato g € L%, siano h; €< g; > tali che
lh; — g|lq —; 0. Allora

[ 1ugl <1 [ absl [ Rallhi=gl = Timsup| [ fagl < [i=gllysup | fulls Vi
e quindi limsup,, | [ f. g| = 0.

DISEGUAGLIANZA DI HANNER

1<p<2 = (Ifllp+ lgll)*+[ 1Al = Nglly I < 1f+glp+If =gl Vfig e L?
p=2 = (IFll + gl + Ll = lgllp 7 = L +glp+1f =gl Vg € L

Se p = 1 si tratta della diseguaglianza triangolare. Se p = 2 ritroviamo la regola del
parallelogramma. Nel seguito useremo anche la ( equivalente ) variante

1<p<2 = (If +glp+1f = g+ 1 + gl = 1f = glly < 27 (171 + gl7)

p=2 = (If +glly + lf = g+ 1Lf +glly = I1f = gl =22 (112 + ll9ll%)



Proiezione su un convesso. Siap > 1, C C L  chiuso e convesso.

Allora Vhe LP, 3hceC: ||h—hel|<|h—yg|| VYgeC.
Inoltre 0< [|h—=he[P2(h—he) (he —g) Vgel
Prova. Sia f, € minimizzante: | fr. = Rl =n d = infeec ||h —g]|.

Basta provare che f,, é di Cauchy, perché allora
3 he € C = C tale che ||f,, — h¢| —» 0 e quindi  ||h — h¢|| =d.  Proviamo che
Hanner = fn é di Cauchy.

Prenderemo, nella diseguaglianza di Hanner, f = f, —h, ¢g= f,, —h.
Caso 1< p<2. Usando la variante, vediamo che

fn & fm
2

<2Hh—f"+fm||p+\|fn—fm|!p> +‘2Hh— b= 1o — full| <

2

<2 [[lfa = FIE+ i = FIIE) < 2271+ 0(1)
equindi b — Lg), >d = ordr (14 pliglele) < (2d 4 | £, — full,)” <

<P o(l) = |fa—full, < B4ol) <2 5

2d + [ fo = funllp)” + (2 = [ fo = funllp)? < 271" + o(1)

e quindi, posto  ¢(t) := w, qﬁ(%) < 1+4o0o(1).
Siccome ¢'(t) > 0Vt € (0, 1] concludiamo che || f, — fil|l, — 0 per n,m — +o0.
Caso p>2.

(2d + o))" +o(1) = (I[fn = hllp + [1fro = Pllp)" + W = Pllp = 1 fm = Allp|"
= an - fm”g + ||fn +fm - 2f||§ = ”fn - meg + 2°d” = O(l) > an - fm”§

Infine,  @,(t) := [|h—[tg+(1—=t)hc)]|P > [|h—hcl? = p4(0) Vg€ C, Vte[0,1]

= 0 < @y(0) = [|h=hclP~*(h — he) (he —g) Vg€ C.
Corollario .  Sia V =V C L” sottospazio lineare. Allora
vfelr, AfveVi  [I-RPU-fe=0 Wev e |f-fl <

Prova. Segueda [ |f— fy[P"2(f— fv)(fyr —v) >0 Vv €V edal fattoche 0 € V.



Teorema ( IL DUALE DI  L* é L9)

Sia p>1, -4+-=1. Allora (L?)) éisometricamente isomorfoa L7.
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Prova. Sege L9 allora [,(f):=[fg  ¢édefinito in L? per la diseguaglianza
di Holder, ed é un funzionale lineare e continuo:

g (DI <N F1lp llgllq

Dunque, 'applicazione

T:g—l, lg(f)rz/fg, ge L
manda, in modo lineare, L7 nel duale di L.  Inoltre T é una isometria:
lglle = 17 (9)ll ove 179 = Sup ly(f)] = ”?ﬁ”il' /gl

Infatti, in primo luogo,  ||T(9)|| < |lgll;-  Poi,

ol g1 = [ 1ol g7 = [ 1ol = lgl ¢ quindi
(gl 9)l _ Jlgl* 4%
1Tl = == ="—"7=llglls *=llgll,
lglld lglld
Infine, T" é suriettiva:
Vie (LPY, 3 g=g el l(f):/fg Vf e LP
Sia infatti  V := Ker [. Se | # 0, V é sottospazio lineare chiuso proprio di

L? e quindi esiste helP: h¢V .Se hy#h élasua proiezione su V,
detta g:= |h—hy|P2(h—hy) ,sihachege Le

/gv: /]h—hv|p’2(h—hv)v20 Yv eV, /gh>0 perché
Jgh=[1h=hyP~2(h = hy)[(h = hv) + hv] = [ [h = hy P, Ora,
b 1), _ Lo 1), _ 1(f)
Vfell: l(f—mh)—o equmdl0—/g(f—l(h)h)—/gf—l(h)/gh
. _ (] )
e quindi l(f)—/[fgh 9] f



Teorema (compattezza debole)  Sia LP separabile. Allora
sup [ fullp < +00 = IfE€LP, ng—p+oo:  fo, =k f
Prova. Sia  wu, densa in L?.  E facile vedere  (vedi Problema 1)  che
Gn = |un|P"u, ¢ denso in LY.
Siccome  sup, | [ fng;| < +00  Vj e quindi, per ogni j, la successione nu-

merica  n — [ f,g; hauna estratta convergente, si pud estrarre da f,, ( metodo
diagonale di Cantor ) una f,, tale che

l(g;) := lilgn/fnkgj esiste finito V7

e quindi l(g) :== lilgn/fnkg esiste finito Vg €< g, >

Inoltre, [  ¢é chiaramente lineare su < g; >, e
gl = (sup Nfull,) llglle Vg e<g;>

Dunque [ si estende (in modo unico) a un funzionale lineare e continuo su tutto
L4, che continuiamo ad indicare [. Dal teorema di rappresentazione:

df e LP: l(g):/fg Vg € L1

Per quanto sopra, /fnkgj — U(g;) = /fgj V)

e (punto v) della Proposizione) ci6 é sufficente a garantire che  f, — f.

Lemma di Mazur Sia C chiuso e convesso. Allora

el fo—=nf = fecC

Prova.  Indicata con  f¢ la proiezione di f su C, risulta

0< [1f = fel™(f = fo) (o= fu) ¥neN

Quindi, passando al limite, si trova 0< — [|f — fc|? e quindi f = fo € C.



Esercizi, problemi e complementi 5

Prova della diseguaglianza di Hanner Siccome la diseguaglianza é sim-

metrica in f, g, e certamente vera se || f, ||g|l, = 0, possiamo supporre || f||, >
lgll, > 0. Dividendo per [[f||? , ed avendo posto  f := ||pr’ g = m la

diseguaglianza si riscrive,
(«) pell2]: [Ifllp=1lgll, <1 = (+lglp)"+A=lgllp)" < F+all5+15 =3l

() p=2: (fllb="1Mgll, <1 = +llgll)*+A=lglly)” = 1F+al5+I1f=all;

Ora, (*), (x%) si possono derivare da
Una diseguaglianza elementare.
(o) T<p<2 = am)tfP+b(r)|sP <|t+s|P+|t—sP VsteR,re(0,1]

(e0) 2<p = a(r)|tP +b(r)|s|P > |t+s|P + |t —s]P Vs, t € R,r € (0,1]

ove a(r)i=(1+ )P 4+ (1—r)P L, b(r) =P (L)t — (1 — )Pl

Proviamo che () = (x) (e (e8) = (sx)). Da (1+7)?+ (1 —r) =
[(L+r)P 4+ (=) ]+ P P[4 )P = (1= )P Y] = a(r) + b(r)r?

segue, posto = |||,

A+llglly)"+=lglly)” = /a(r)lf($)|p+b(7“)|§($)|” perché /Iflp =L

Quindi, posto  t = f(z), s=g(z), in (e), otteniamo  (x).

Prova di (e), (ee). Intanto, sono vere per t =0:  Vr > 0si ha

-1
b,(T)Zprp [(1—=7)P2—(14+7)P2]>0 se p<2 e U(r)<0 se p>2

Siccome b(1) =2P"1<2sep<2 e b(1)>2sep>2, sihaquindiche

l1<p<2 = b(r)<2in(0,1] mentre p>2 = b(r)>2in (0,1].



Ovvero, (o) e ((ee)) valgono per ¢t = 0 e si possono dunque riscrivere, dividendo per
[t|? , nella forma equivalente

(o) 1<p<2 = ar)+b(M)|rP<|1+7P+|1=77 VTER
(@) p>2 = alr)+br)|rP>1+7P+[]1—-77 VreR

che infatti basta provare per ogni 7 > 0, perché la diseguaglianza é pari in 7.

Posto  ~(r,7) :=a(r) +b(r)r?, r € (0,1],7 > 0, basta provare che

l<p<2 = sup y(r,7)=|1+7P+1—7|7 Vr>0
0<r<1
: — p _ p
p>2 = 02;7(7’77)—|1+7'| +1—71P Vr>0
. _ N a(r T
E d(r)=@p-D[1+r)?=1=r)7, V() =- T(p)v V() =d(r)1=()]

a <0, V>0 se p<2 e d>0, V<0 se p>2 Vr>0

In particolare, 4/ si annulla esattamente in r = 7, e y(7) = |1 + 7|P + |1 — 7|P é un
massimo se p < 2 ed un minimo se p > 2. Quindi

7<1 = (o), (o) valgono

Sia infine 7 > 1. Per quanto visto, se p < 2 0 = % <ler e (0,1]
allora

a(r) +b(r)o? <(1+0)P+(1—-6)? equindi 7Pa(r)+b(r) <(1+7)P+(1—71)°
e vale la diseguaglianza opposta se p > 2. Basta allora provare che Vr € (0,1]
a(r) +b(r)m? < a(r)m? +b(r) se p<2

a(r) +b(r)m® > a(r)r? +b(r) se p>2

E ci6 segue dal fatto che p <2 = o -V =d(1+ ) <0in (0,1] e
quindi

a(l)=b(1)=2""1 = a(r)>b(r) Vre (0,1 = [a(r)—b(r)] " > a(r)—b(r)

= a(r)+7°b(r) < 7P a(r) + b(r)

Se invece p > 2, é a’ —b' > 0 in (0, 1], e quindi si ottiene la diseguaglianza opposta.



Problema 1 . Provare che

1 1
L? separabile , —+-=1 = L% separabile
p q

e, piu in generale, se E' é un Banach, allora
E’'  separabile = E separabile

Provare con un esempio che I'implicazione E separabile = E’ separabile é falsa.

Suggerimento. Usare il “fatto’ sequente: se V € sottospazio chiuso proprio di F,
allora esiste un ' € E', ' # 0 tale che x'(x) =0 per ogni x € V

Problema 2. Siap >1.  Provare che ||.||, é uniformemente convessa:

Jnt 9n
H 2 ||p —n 1 = an_gan _>n0

1 fall, lgnll < 1,
Suggerimento: usare la disequaglianza di Hanner

Problema 3.  Sia p > 1.. Provare che

fo=n ko Al = 1A = o= flly =0

Suggerimento: usare la uniforme convessitd della norma

Esercizio 1. Dare un esempio di L” non separabile.

Esercizio 2. Sia f, =, fin L, p > 1.

(i) Provare con un esempio che f,, puo non convergere in alcun punto, pud non
convergere in misura. Puo accadere che f,, non abbia alcuna sottosuccessione con-
vergente q.0.”7

(ii)Provare che se f,(x) — g(z) q.0. allora g = f q.o0.

(iii) Provare che se [|f,[? — [|f|P allora f, ha almeno una sottosuccesione con-

vergente q.o. ad f.

Esercizio 3  Sia f,, — f quasi ovunque. Provare che

w(E) <400 = fuxe — fxg in misura

8



Esercizio 4  Sia f,, € L? limitata: sup,, ||f.||, < +0o . Provare che
fn — f q.0., oppure in misura, = f, converge a f debolmente.

Suggerimento Fissata ¢ € L' N L7 | usare la diseguaglianza

U= Dol < Whally + A 161546 [ o
Esercizio 5  Siano f,, € L”. Provare che
(i)f, — f in misura, f, — f in misura = f = f q.o.
(i) f, — f in misura, f, — f q.0. = f = f q.0.
(iii) f, — f in misura, f, — f in L?,= f = f q.o.
(iv)fn — f q.0., fo — fin LP,= f = [ q.o.
(v)f, — f debolmente f,, — f debolmente = f = f q.o.

(vi) fn — f debolmente f,, — f in misura = f = f q.o.

(vii) f, — f debolmente f, — f q.0. = f = f q.o.

Esercizio 6 Sia f € L? . Provare che

(1) p{z e R™T:|f|P 2 }) <

(ii) Pu({r € R™ : |f(z)| > t}) — 0 al tendere di ¢ a 0 e a +oc.

Provare con un esempio che tale condizione non garantisce I'appartenenza di f
ad LP.

(iii) Sia p(X) < +oo. Siano f, € LP,p > 1, tale che sup, ||full, < +o0, €
fn — f,q.0.. Provare che f, — fin L? Vg <p.



CENNI DI SOLUZIONI

Problema 1. Sia D denso in LP. Sia g € L9.  Allora
f=lg|"%el’? = 3f,eD: f,—f qof, equidominatain L?

= gn:=|fulP 2 — |fIP2f =g equidominatain  L?
= {|fIP"*f: fe€D} édensoinL?
Sia E' separabile, {z/, : n € N} denso in E'. Sia

1
r, € E: lza]l =1, ) (x,) > in;LH Allora

1
©(z,) =0 YneN = §||x | <l (xn) =2, (x,) — 2'(xn) < ||z, — 2'|| VneN

l
=l < ll2’ =2yl + | < 3lla" — 2| YneN = a2'=0

Ci6 comporta che V', chiusura di < z,, >, é densa (altrimenti esisterebbe =’ € £,
non nullo che si annulla su V') e quindi anche l'insieme delle combinazioni lineari
degli z,, e a coefficenti razionali (che é un insieme numerabile) ¢ denso in E.

Un esempio é dato da [, che é separabile:
le combinazioni lineari dei vettori e;,7 € N, e;(j) = d;; sono dense in ['.

Ma il suo duale, che é [*°, non é separabile:
l'insieme {x;; = e; +e; : i,j € N} é non numerabile e i,j # I,m =
|zij — Timlloo = sup, |zij(n) — z1,m(n)] = 1 e quindi esiste una famiglia non nu-
merabile di palle disgiunte; un insieme denso, dovendo intersecare ogni palla, é
dunque necessariamente non numerabile.

Problema 2. Sia {2422, —, 1. Sia d’apprima || fu||, = [|gnll, = 1.

Caso 1 < p < 2. Da Hanner (variante)

p
I <2

2 2 2

Sia ¢(t) == (14+t)P+(1—-t)P,t € (—1,1), cosicché, se § := lilgn ||f"k%||, é¢6el0,1]e,
passando al limite, ¢(6) < 2 e quindi 6 = 0 perché ¢(0) =2 e ¢'(t) >0 Vt € (0,1).

Caso p > 2. Da Hanner
20 = limsupy, [[|fn + gnll” + [[fn = gnllP] = 22 +limsup,, [[fo=gull” = [l fn—gnl — 0.

10



Ora, se

ol <1 e ugnalmente [ 7279
allora [ ] = 1, perché ]+ fll < 7 <2 5 i) < g <1
Quindi || f, — ”}C—:”H + |l gn — Hg H | =0 equindi |2 i1 T il — 2 e quindi,
per quanto provato sopra, ||z A ”gnH | =0 e quindi
1o = gnll < [fn — I+ I+ llgn — | —
anH ||an Hgn|| I nH
Problema 3. Se |[|f.||=]f]l=1, allora h=f =
ot f h+f
5 —f = 1=liminf] [=lf=1 = lfa=flp—0
grazie all’'uniforme convessitd. Ed allora, siccome  f, — f, ||full —=n IfI] =
ir = g deduciamo che gy — g Quindi
f
~ 1 (4 Il L) =0
Rl HfH HfH
Esercizio 1.  Sia X insieme non numerabile, dotato della misura che conta .

Gli elementi di LP(X, ;) dati da  f = xqz3,# € X  hanno la proprietd

1
rFEYy = HX{:U} - X{y}”p =27

Dunque esiste in LP(X, ) un insieme non numerabile di palle disgiunte e quindi
ogni insieme denso in LP(X, i), dovendo intersecare ognuna di queste palle, é nec-
essariamente non numerabile.

Esercizio 3 fn — [ quasi ovunque implica

=u({r e E: limnsup |fn(x)—f(z)] > 0}) = p(U;MpUpsn{z € E : | fu(z)—f(x)] > j})

> (O Uk {2 € B+ |ful) — [(2)] > ;}>

e quindi, dato che p(FE) < 400, otteniamo

(e € E - |fulz) — f(2)] > ;} < 1(Uisn{z € B < |fule) — f(2)] > j})

o 1O U {2 € B [ £0(2) — f(2)] > j}) ~0

11



Esercizio 4  Sia g € L' N L% Se f, — f in misura, allora

hmsup / < (| fullp + hmsup/ +§/
| Fral = (1 fallp +11£1]p) lim ({ P N}Igl 9]

§5/|g| Vo > 0

Basta ora osservare che  L'N LY ¢é denso in LY. Infatti, se 0 < g € L9, é
g = limy Z;V:l Xjﬂ con Zévzl Xjﬂ € L7 e quindi anche in L'. Poi, scrivi g = gt —¢~.

Se  fn — [ quasi ovunque, e g= Z;V 1 ij € L7 equindi pu(E)) <

+oo Vjequindi f, — f in misura su ogni Fj, come sopra si ha che
timsup, | [(fa — f) g = 0.

Esercizio 5
(i) fn— finmisura = 3f, — f q.0. Passando eventualmente di nuovo
ad una sottosuccessione possiamo supporre  f,, — f q.o. Dunque f = f q.o.

(i)  come in (i)
(iii) segue da (i), perché f, — fin L» = f, — f in misura
(iv)  segue dal fatto che f, — fin L? = 3f, — f qo.

V) [fg—=If9, [fg— fg YgelLt = [(f-flg=0 Vge
L = f—f=0q.o.

(vi)-(vii)  f, — f debolmente = f, limitata, fatto che, insieme a f, — f
in misura oppure q.o. implica f,, — f debolmente, e quindi f = f q.o. per (v)

Bsercizio 6 [ csq /17 > 7u({1f@)] 2 1)) e |frell =

HUIF@)| 2 1) =i m{If@] =40 =0 = [P 0

Esercizio 7 wX) < 400,  fu— f,qo. = f,— fin misura =
p({z o |falz) — f(2)] = €} —» 0. Dunque

tim sup [ [, — f|" < lim sup o= F17 4 €p(X) <
n n {z:] fr(z)— f ()| >€}

n

hmamlﬂmﬁ@)ﬂ@ZQUh—fﬂpuHx:mxw—f@N26Dﬁ7+@MX7=—H%MX)
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