AMS5 2010: Tracce delle lezioni- 10
DUE FORMULE DI RAPPRESENTAZIONE

La convoluzione con nuclei GGy d4 origine a importanti formule di rappresentazione.
Cominciamo con una formula relativa all’equazione di Poisson. Sia
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Proposizione. —A(p x N) = ¢ inRY VpeCPRY).
Tale formula si basa sulla formula di integrazione per parti
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che é a sua volta conseguenza del Teorema Fondamentale del Calcolo. Ad esempio,
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Corollario. Sia N > 3. Allora, per ogni ¢ € C3°(RY) si ha
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Un’altra formula di rappresentazione. Sia ¢ € C°(RY), N > 3. Allora
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Prova . 1) Dal Corollario: p(z) = =LY, [ ?—f(x — Y= dy =
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Giustificazione della integrazione per parti: %lx‘%dx =
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3). Un calcolo alternativo basato sul Teorema della divergenza: se {2 é aperto
limitato e a frontiera liscia e X € C*(Q, RY), allora
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ove v(y) indica la normale esterna ad Q in y € 9€2. Preso X (y) := p(z — y)|—,
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perche div ﬁ =divV (_W) = A <—W) =0 \V/’y 7£ 0. Inoltre,
se ¢ = 0 fuori della palla B,, prenderemo 2 := {e¢ < |y| < r}, risultando quindi

v(y) = —1y se ly| = €. Indicata con wy l'area della sfera unitaria in RY, si trova:
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NOTA. Da () e (xx) si deduce che wy = 75 =N [ dz
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DISEGUAGLIANZA HLS: DUE CASI IMPORTANTI

A=N-2 Y>p>1 = 1=NZ (X2 e p=2) =
IGx2# fllp < eN) [ flls vf e LP(RY)

A=N-1, N>p>1 = 1= =
Gy fllae < e(N,p) Sl vf e LP(RY)

La disequaglianza ||G n—_o * f||NNp < ¢(N)|Ifll, VYfeLPRN).
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Dice che loperatore lineare f — f * N che 'risolve’ I'’equazione di Poisson con dato
N
f € C§° si estende in modo continuo da LP(RY),p € (1, %) a L5,

N
In particolare, se ¢, € C°(RY), ¢, —, f in LP e quindi ¢, * N —,, f*N in L™,
da —A(p, * N') = ¢, segue, integrando per parti,

—/(san*N)Asoz/ onp Yo € Gy

e quindi, passando al limite

_/ FxN)A /fgo Vo € O

Quanto trovato si esprime dicendo che

f * N é soluzione dell’equazione —Au = f in RY in senso ’debole’.



La diseguaglianza ||Gn—-1 * f|| o < ¢(N,p) I fll, VfeLPRY).
Fornisce una semplice dlmostrazmne di una fondamentale diseguaglianza:

LA DISEGUAGLIANZA DI SOBOLEV
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NOTA. Sobolev vale anche per ogni N > 2 e p = 1. Si pud in effetti dedurre
facilmente dal caso p = 1 che a sua volta segue dalla diseguaglianza elementare
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~ Sfruttando la speciale forma dell’integrando a secondo membro, si pué provare,
sempicemente iterando Holder, che
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Diseguaglianza di POINCARE. Sial < p < N, Qc RY aperto limitato.

Allora Je=¢(2) >0: / |Vu|P > c/ lulP Yu e C5°(Q2)
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Infatti, da & + % =1, usando Holder e quindi Sobolev, segue
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Diseguaglianze di MORREY. Sia p > N .
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(i) Je = c(p, N) + Ju(x)—u(y)| < clo—y|T (f |VUI”>p Vu € C3*(RY)
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Prova di (i). u € C§°(BRr), * € B = |u(z)| < ¢ [ ‘x:fﬂ)L
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Prova di (ii) Sia @, := {x: |z;| < r Vi} (cubo di lato 2r centrato nell’origine).
Fissato T, sia ©w = ﬁ J w lamedia di usu @ := @, +7Z. Per ogni x € Q)
Qr+x
risulta

-t = gy )=t < | il [ Va0 - ool 4y
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Dunque, fissati ,y e posto r = |z —y|, Z = =¥, per cui 2,y € Q, + T, si ha
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Morrey (i) non vale in RY. Se  wu(z):=u(ex), ¢é
[ |Vup =€ [ |[VulP  mentre  ||te]|oo = ||t]oo
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Il Teorema di compattezza di RELLICH.

1
p
Sia  u, € C*(Bgr), con sup Vu,[P < +oo. Allora
0 n RN
(i) se < p < N, u, ha una sottosuccessione convergente in L"(Bg) Vr < NN—Z).
(ii) se p = N, u, ha una sottosuccessione convergente in L"(Bg) Vr.
(iii) se p > N, u, ha una sottosuccessione uniformemente convergente in Bg

Prova. (i) Sial<r< NN—_’;. Da Holder e quindi Sobolev segue che



Poi, la diseguaglianza di interpolazione con — « € (0,1], o+ (1 — a)NN—_;’ =1 da

(R/ un(z + h) = ua(z)|"dx | <
(R/ [un (z + h) — u, ()] (R/ |Un($+h)—un(x)|Npr

Il secondo fattore, grazie a Sobolev, resta, nelle nostre ipotesi, limitato e

S =

(A=a)(N=p)
Np

[ w1~ wn(a)dr < (/01]<Vun(a:+th),h>]dt) dz
i

RN

1
1 p
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La compattezza di u, in L"(R”Y) segue quindi da Frechet-Kolmogoroff.

(ii) In tal caso sup,, < / |Vun|r> < 400 Vr, e quindi, come in (i), otteniamo
RN
la compattezza di u, in ogni L".

(iii) La (i) nel Teorema di Morrey dice sup,, ||yl < +00 mentre la (ii) assicura
la equicontinuita delle u,,. La conclusione segue quindi dal Teorema di Ascoli-Arzela.

Nota. Rellich non vale in tutto R" né fino all’esponente limite
* . _Np
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i) Se feCrRY), f#£0, heRN h#£0, fuz):= f(z+nh),
allora  ||Vfullo = ||V fll, ma  f, non ha estratte convergenti in alcun L?

(i) Se feC(B1), f#0, € —,0, folz):=e® f(5) allora
IVfalla = IV 2 Il 2a = (1 fll 2o

2N
e quindi f, non ha estratte convergenti in L~¥-2 (mentre converge a zero in LP per
1<p< —1\2,]_\[2)



