AM2 2010-11: Tracce delle lezioni- V Settimana
REGOLA DELLA CATENA

Siano f : O — R™ differenziabile in z € O C R", g : f(O) — RP differenziabile
in f(z). Allora g o f é differenziabile in z e

d(go f)(x) = dg(f(x)) o df(x)
Jyor(z) = J,(f(x)) Jf(x) (prodotto righe per colonne)

Prova. g (f(z +h)) = g (f(x) + df (x)h + o(|[A]])) =
9(f(x)) + dg(f (@))ldf (x)h + o([[h])] + w(df (x)h + o([[A]]))
ove lw(k)| <ellkll se k]| <4  Dunque
g(f(w+n)) = g(f(x)) + dg(f(x)) e df (x)h + o([|h]]) + w(df (x)h + o([|n]]))

Ma siccome ||df (z)h + o(||h]|)]] < dc se ||h|| < 0., abbiamo che, per tali A,
lw(df (z)h + o([[ADI| < elldf (x)h + o([[h[D]] < Cel[h]]. Da qui la tesi.

L’affermazione sulle matrici Jacobiane segue dal fatto che la matrice rappresen-
tativa del prodotto di matrici é il prodotto delle matrici rappresentative (vedi sotto).

NOTA. Se indichiamo con Ay, Ay e Ayor le matrici rappresentative di
Le (R, R™),diU e LR™RP)ediUolLeLR"RP), allora

Aver, = Av Ap
(prodotto di matrici).
Infatti , indicate con e;,7 = 1,...,n, &,1 = 1,...,m, ¢,l = 1,...,p le basi
(canoniche) in R™, R™ RP, si ha
AU = << U<él>7él >)z’:1 ..... m,l=1,....p AL = (< L€j7éi >)j:1 ..... n,i=1,....m

=1,...,

D’altra parte, <(UoL)(ej),ée > =

< U<Z<L(6]’),éi >éi,>él > = Z<L6jaéi > < U(él),él >

i=1 i=1



¢ 'elemento di posto [j della matrice prodotto
(<U(&), € >)—4

Un esempio: il gradiente in coordinate polari. Data f € C'(R? R), scriviamo
f in coordinate polari: g(p,0) := f(pcos@, psinf). Allora,

gp = fa(pcosB, psind)cosd + f,(pcosb, psinf)sinf
go = —fu(pcost, psin®)psind + f,(pcosb, psinf)pcos b

1 1
fz(pcosO, psinf) = g,cos0 — —ggsinb, fy(pcosb, psinb) = g,sinf + —gycosb
p p

. 1
IV (pcos, psinf) = g2(p, 0) + ;93(,0, 0)

Corollario: derivazione lungo un cammino.

Siano v € CY(R,R"), fe€ CY(R",R). Allora

7 00) =< VI6@)A0 > = 3 FE00r0

I TEOREMA DEL VALOR MEDIO
Sia f € CY(O,R), O aperto convesso in R". Allora
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d

@F

1
Infatti |f(u) — |/ 1 (v+tu—v))] dt| =
0

1
[ < Vi@t tu—v)u—v> dl < fu=vl sup [Vi(0+Hu- )]
0 te€[0,1]

Corollario 1 Sia f € C*(O), O aperto connesso. Allora

Vfu = 0VueO = f=cost. in O



Prova. Il teorema del valor medio implica che f é costante sui dischi. In particolare,
se xg € O, {x € O: f(x) = f(xo)} é aperto, al pari di {x € O : f(z) # f(xo)}.
D’altra parte, O = {z € O : f(z) = f(zo)} U{x € O : f(z) # f(xo)} e quindi
siccome O é connesso, si ha allora che {x € O : f(x) # f(x0)} = 0.

Corollario 2. Sia f € C1(O,R™) . Allora f é localmente Lipschitziana in O:
V By(20) C O,3L = L(r,z0) = |[f(x) = fW)| < Lllz —yl Y=,y € B.(xo0)
Prova. Intanto, dal Teorema del valor medio

[file) = iyl < sup VAR lz =yl V¥ ,y € Br(o)

2E€Br(z0)

Quindi, presi z,y in B,(zg), risulta

m n fZ
@)~ 10 = 3150~ 5P < ot 3 [ o |250a))
i=1 j=1 L#€Br(z0) | OTj
Corollario 3. f € C'(O,R™) é Lipschitziana sui compatti di O :
VK C O compatto 3L = L(K) : IIf(x) = f(y)|| < Lz -y V z,ye K

Prova. Siccome wz,y € K, |z -yl >r = W < %SUP“f(2)|‘»
zeK

basta provare che
Ir>0, L>0: 22"eK, |o=2"|<r = |f@)—f@")] <L|z—2"|
Dalla compattezza di K segue che
Je;eK,r;>0,j=1,...,p taliche B, (z;)CO e KC Lij B%J(x])
Per quanto sopra,
AL; >0: 22" € KN B, (x;) = |If(=) = f@")] < Ljlla" — 2"

Sia 0 <r <r;Vj, L:=maxL;. Sex’, 2" € K, ||2'—2"|| < § e, diciamo, 2’ € B%(xj)
si ha quindi che

2" =25l < 5 S+ < = (@) - fE)) < Ll -

2 J



DERIVATE SUCCESSIVE

Sia f e C'Y(O,R), O C R" aperto. Se f, sono a loro volta
derivabili, allora
o’f 9 of

L ij=1,...n

- 83318% .: axl 8@»’

fxixj
sono le derivate seconde.
Se fuw, € C(0), Vi,j=1,...,n, [ sidice di classe C*(0).

LEMMA DI SCHWARTZ
0 f 0 f
o (@)= 5
O0x;0x; Ox;0x;

fec*o) = (x) Vi,j=1,...,n, YxeO

Prova.  Sia, per semplicitd, n = 2,(0,0) € O. Per § > 0 piccolo, sia:

5 /6 4
B o of _[Of of _
= | ( oy s ™Y dy) d””O/ 50 (®0) ~ 5@ 0 do =

0

[f(5,5)—f(0,5)—f(5,0)+f<0,0)] =

) ) )
O/[a;(&y)—g;((),y)] dy = 0/(0 (ig]yc@,y) dﬂ:) dy

5
Siccome x — [ fyz(x,y) dy é continua, per il teorema della media
0

5 /6 b
El[L‘gE [076] : 15:/ (/fyx(x7y) dy) dr = 5(/fy1’(x57y) dy)
0 \0 0
Ancora dal teorema della media: Jys € [0,6] 1 Is = 62 fy.(xs,ys5) e quindi

I
j; —5—0 fyw(oa O)

Analogamente,

b /4
(", y") € [0,0]%[0,9] : g‘; = 512 / ( [ funlay) dy) do = fay(@,) =5 f2y(0,0)
0 0



