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1 Gruppi Topologici

In generale, per definire le convoluzioni' in R™, ¢ necessario utilizzare due argomenti fon-
damentali della teoria della misura: lesistenza e linvarianza (per traslazioni) di una misura
boreliana completa su R™ (misura di Lebesgue). Detto cid € possibile immaginare una gene-
ralizzazione della teoria della misura su gruppi commutativi dotati di una misura boreliana
completa e invariante rispetto alla moltiplicazione. Naturalmente una misura boreliana pre-
suppone l’esistenza di una topologia, e tale topologia dovrd necessariamente essere compatibile

con la struttura di gruppo. Risulta mecessario quindi, enunciare la sequente

Definizione 1. un gruppo topologico é un insieme G che sia al tempo stesso un grup-
po rispetto ad un’operazione * ed uno spazio topologico rispetto ad una topologia

T in modo che la funzione:

p: Gx§ — g
(9;h) +— gx h7!

risulti continua.

Osservazione 2. Su'G X G ¢’ la topolgia prodotto

Notazione:  Siano E, F C G allora abbiamo che:
1. 2E={2€§G:z=uay,y € E}
2. E‘lz{xES:x_leE}

8. EF={zxye§G:x€ E,ye F}

1.1 Un p6 di storia

Storicamente la nozione di gruppo topologico € nata dallo studio dei gruppi di trasformazioni
continue, ma sviluppi successivi della teoria hanno messo in chiaro che era proprio la naturale
interazione tra la struttura di gruppo e di spazio topologico a caratterizzare le proprietd pid
interessanti. Il primo ad interessarsi a quelli che poi verrano chiamati gruppi topologici é
stato Marius Sophus Lie verso il 187/, il quale, in particolare, si interessé a gruppi localmente
euclidei. Attorno al 1900 David Hilbert e Luitzen Egbertus Jan Brouwer si interessarono a

grupps topologici pid generali. Ad esempio Brouwer dimostré che linsieme di Cantor pud

1Siano f e g due funzioni, allora l'integrale f * g = /f(m —1)g(y)dy, qualora abbia senso,

viene detto prodotto di convoluzione.



essere reso un gruppo topologico abeliano®. Fu perd Franciszek Leja il primo a trattarli
ufficialmente nel 1927, mentre Otto Schreier diede la prima assiomatizzazzione nel suo libro
Abstakte Kontinuierliche Gruppen, studiando i gruppi che erano L-spazi di Fréchet. I primi
autori a trattare i gruppi topologici (Lev Semenovich Pontryagin, Hans Freudenthal, Alfréd
Haar) si limitavano a studiare © gruppi a base numerabile, fu André Weil a rimuovere dalla

seconda edizione di Pontryagin le restrizioni sulla base numerabile.

1.2 Proprieta

1. Se ai,...,a, € G sono tali che a?,...,a;" = ¢ per r1,...,7n € N allo-

ra per ogni intorno W di ¢ esistono Uy,...,U, intorni di a1,...,a, tali che

U, U CcW
2. Siaa € G allora f(a:) = ax, g(a:) = xa, h(l?) =271 sono automorfisimi di G

3. Siano B, F,H C Gesiaa € G, E un chiuso, F' un aperto e H un insieme qualsiasi,
allora aF, Fa e E~1 sono chiusi, mentre FH, HF e F~1 sono aperti

4. Per ogni coppia di elementi a, b € G esiste un omomorfismo (;5 tale che qS(a) =0,

ovvero G si dice omogeneo

1 seque che ogni intorno U dell’unitd del gruppo

5. Dalla continuitd di h(:c) = T
risulterd tale se e solo se U_l = {:L‘_l S U} € anch’esso un intorno dell’unitd.
Osserviamo inoltre come tutti gli intorni simmetrici dell’unitd e (V = V_l) formino

una base per intorni di €, infatti per ogni intorno U di € si ha che: V = unu—1! cU

6. Ogni automorfismo interno  —» sxs™1 dove s € G ¢ un omeomorfismo. Poiché
Pautomorfismo mappa € in € allora ogni intorno U di € risulta tale se e solo se sUs™1

€ intorno di €

7. Un gruppo topologico é T5 se e solo se {e} é un chiuso in G, infatti se G é Ty allora
{e} € un chiuso per ogni g € G; viceversa se {6} € un chiuso allora posso scegliere
due elementi diversi tali che ab™! 75 0, allora esiste un intorno U di e per cui
e ¢ Uab™t. Se V ¢ un intorno di € tale che VVSQ U allora Va e Vb1 risultano

essere due intorni disgiunti di a e b1 rispettivamente

8. Un gruppo topologico é T se e solo se é 1y, infatti To implica T mentre, viceversa, se
il gruppo topologico é T allora la diagonale A C G X G risulta essere controimmagine
di u_l(e) del chiuso {6} Poiché ,u4 € continua abbiamo che la controimmagine di

un chiuso € chiusa

2|L.E.J. Brouwer] On the perfect structure of perfect sets of points, Proc. Acad.
Amsterdam (1910).
Moy z,y e V]
4 _ -1
Dove u(g,h) =g=* h™t.



Consideriamo ora alcuni esempt di gruppt topologici:

1. Ogni gruppo finito € topologico rispetto alla topologia discreta®

2. Dato che il prodotto di compatti é compatto possiamo dire che un prodotto infinito di

gruppt finiti € un gruppo compatto e non discreto. Un gruppo compatto non discreto

€ dato dal prodotto numerabile di copie di 227

3. Una classe notevole di gruppi topologici é data dai gruppi di matrici:

(a)

(b)

GL(n,R) = {A € M,(R) : det(A) # 0}
La topologia del gruppo lineare generale reale € indotta da Mn(R> = an

infatti GL(TL, R) € proprio un aperto di an poiché complementare del chiuso:
{A € My(R) : det(A) = 0}

SL(n,R) ={A € M,(R) : det(A) =1}

2
La topologia del gruppo lineare speciale reale € indotta da Mn(R) ~ R™,
~

mentre la topologia del gruppo lineare speciale complesso € indotta da M, (R)

R(n2)2

4. Non ogni gruppo dotato di una topologia risulta essere un gruppo topologico:

(a)

(b)

Consideriamo il sequente gruppo (R, Tcof, —l—) dove 7€ ¢1la topologia coﬁnz’tag.

La topologia cofinita é chiaramente 11 ma poiché non é Ty si contraddice la
proprietd 8, infatti, presi comunque T,y € R tali che x 75 Y, esisteranno due

intorni U e V' di x ey, rispettivamente, che saranno della forma:
N M
U=R\{z:};_, V =R\ {yi},=,
Poiché
N M
Unv =R\ {{:Z:i}izl U {yi}i:1} #0

la topologia cofinita non sard 1o

T

Consideriamo il sequente gruppo (R, T -|—) dove T ¢ la topologia di Zari-

ski.9 Tale gruppo non € topologico dato che la topologia di Zariski é T ma non

5Questa osservazione fornisce numerosi esempi di gruppi topologici non commutativi.
6Un discreto compatto é finito.

7Gli elementi di Zz sono {—1;1}.

8La topologia cofinita su un insieme X & la topologia i cui chiusi sono tutti e soli i

sottoinsiemi finiti, oltre a X stesso.

Questa topologia « la meno fine fra tutte quelle che soddisfano ’assioma 77 di separabilita;

in altre parole, & la meno fine fra tutte quelle in cui ciascun punto costituisce un insieme
chiuso. Se X « un campo, questa coincide con la topologia di Zariski, in cui i chiusi sono gli

insiemi su cui si annullano i polinomi.

9Gli aperti sono i complementari dei finiti.



é Ty poiché ogni aperto é denso

1.3 Premesse Topologiche

Come negli spazi metrici si pud parlare di vicinanza anche nei gruppi topologici. E suf-
ficiente, infatti, considerare un intorno simmetrico dell’unitd e affermare che a,bG sono
U -vicini se a € bU. Le traslazioni sinistre e destre permettono di vedere un gruppo topolo-
gico in due differenti modi (il modo risulta unico se il gruppo topologico é abeliano): come
Spazio Uniformelo oppure come Gruppo Topologico Completamente Regolare. Segue allora

che se un gruppo é 1§ o Kolmogorov11 allora é anche Ty (el e di Tych(mojj”u).

In un gruppo topologico vale la sequente

PI‘OpOSiZiOHe 1. sia A - 9, allora la chiusura di A sod=disfa:

Z:ﬂszﬂm
1% 1%

intersezione é su tutti gli intorni dell’unitd €
(L’int i 3 tutti gli intorni dell’unitd €)
Notazione: Ogni gruppo topologico sard assunto To come spazio topologico

PI'OpOSiZiOIle 2. Per un gruppo topologico S sono equivalenti:
1. G ¢ Ty
2. GesT;s
s {1} ={1}

Corollario 1. Se E,F € G sono due compatti tali che E N F = () allora esiste un
intorno W dell’unitd di G tale che: WEW = WEFW = 0

Definizione 3. uno spazio regolare é uno spazio topologico che soddisfa il seguen-
te assioma di separazione: ‘‘Per ogni chiuso Cdi X, e per ogni punto I non ap-
partenente a O, esistono un intorno aperto U dixeun aperto V' contenente C' che

siano disgiunti.

10Tn topologia,uno spazio uniforme é uno spazio topologico dotato di una struttura uniforme,
che consente di definire proprieta conformi come la completezza, la continuita uniforme e la

convergenza uniforme.
11 Ogni coppia di punti é topologicamente indistinguibile.
12Completamente regolare e T



Definizione 4. vno spazio normale € uno spazio topologico che soddisfa il seguen-
te assioma di separazione: ‘‘Per ogni coppia di chiusi disgiunti E e F, esiste una

coppia di aperti disgiunti U eV tali che U contiene F ¢ V contiene F'’’

Definizione 5. Si definisce spazio completamente normale uno spazio tale che per

ogni coppia di chiusi disgiunti F/ e F', esiste una funzione continua f X —

[0,1] tale che f(E)ZO VyEE e f(F)Zl Ve e F

Lemma 1. (Urysohn) Sia X uno spazio normale, allora per ogni coppia di chiusi di-
sgiunti I/ e I di X, esiste una funzione continua f X — [0, 1] che valga 0 su tutto F
e 1 su tutto F’

1l lemma mostra, quindi, che essere completamente normale non € affatto piu restrittivo
che essere normale, bensi le due proprietd risultano essere equivalenti: uno spazio normale €

completamente normale.

Definizione 6. si definisce spazio perfettamente normale uno spazio tale che per

ogni coppia di chiusi disgiunti FE e F, esiste una funzione continua f X —

[07 1] tale che f_l(O) =F VYyeFEe f_l(l) =F VxeF

Lemma 2. Uno spazio topologico X € normale se e solo se per ogni sottoinsieme chiuso
F di X e per ogni sottoinsieme aperto W di X che contiene F' esiste una successione

Wi,...,Wh, ... diinsiemi aperti di X tali che

FQGWn e X, CWwW
n=1

per ogni n € N

Dimostrazione. Se X é uno spazio Ty allora esiste un aperto Wy che contiene F' e Wl -
W . Allora basta prendere la successione costante W, = W1. Supponiamo adesso che X
soddisfi le condizions dell’ipotesi e consideriamo due chiusi A e B disgiunti. Definiamo ora
F=AeW =X \ B. Abbiamo costruito allora la successione W1,..., W, ... di

insiemi aperti di X tali che

AC UWn e X,NB=10
n=1

per ogni N € N. Scambiando ora A e B nel seguente modo FF = B e W = X \ A

abbiamo una successione Vi, ..., V. ... di aperti di X tali che

BC UV e VanA=9
n=1

per ogni n € N. Siano adesso



O;=Wi\UVx e U=Vi\UW

k=1 k=1

allora OQ; e U; sono aperti e chiaramente avremo che

AgOZGOn e BgUzijUn

n=1 n=1

Lemma 3. Ogni spazio compatto e Ty é normale

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto che ogni spazio compatto e Ty é regolare. Sia X
uno spazio compatto e To, F' in chiuso di X e x € X tale che T ¢ F'. Allora per ogni
Yy < F' esistono due aperti disgiunti U e V' tali che rzeUe Yy < V. Poiché F ¢ compatto
esistono Y1, . . ., Yn € F tali che Uaperto Z = U Vi contiene y. Allora W = ﬂ U; ¢

=1 =1
un intorno aperto di T tale che U NV = 0. Ora si X uno spazio compatto e 15 e siano

F, G C X due chiusi disgiunti. Applicando lo stesso ragionamento possiamo assumere X
regolare e, quindi, trovare per ogni T € G intorni disgiunti di G e di x.

O

Definizione 7. Uno spazio topologico é detto completamente regolare se e solo se

dati un insieme chiuso F' e un punto T che non appartiene a F', esiste una funzio-

ne continua f : X — R tale che f(x) =0e f(y) =1 Vy S F.13

Definizione 8. vno spazio é detto di Tychonoff se é completamente regolare e di

Hausdorff. Gli spazi di Tychonoff vengono comunemente indicati con T
Osserviamo come, con qualche approfondimento sui gruppi topologici, si possa dimostrare

che ogni gruppo topologico Ty é anche di Tychonoﬁ‘.14

Osserviamo che una delle caratteristiche pid importanti degli spazi di Thychonoff é che
la loro struttura € preservata dalle pitd comuni operazioni topologiche. In particolare vale che

se uno spazio prodotto é di Tychonoff lo € anche ciascun fattore.

Definizione 9. 1n topologia uno spazio topologico é detto localmente compatto se

per ogni suo punto I esiste un intorno la cui chiusura é un insieme compatto.

Definizione 10. 1n topologia uno spazio topologico é detto precompatto se la sua

chiusura risulta essere un compatto

Lemma 4. Ogni spazio localmente compatto e To é completamente regolare

13Si dice anche che = e F sono separati da una funzione.
14Questo teorema prende il nome di Birkhoff-Kakutani.



Dimostrazione. Sia x € X e si scelga un intorno aperto U di x tale che U sia compatto.
Allora U ¢ completamente regolare. Se F' é un chiuso in X allora esiste un intorno aperto
V di x tale che V CUeVNFE =0. Poiché U ¢ regolare possiamo trovare una funzione
contiuna [ : U — [0, 1] con f(U\ V) =0e f(.%’) = 1. Estendiamo ora [ a tutto lo
spazio X ponendo f(Z) =0 per ogni z € X \U O

Corollario 2. Ogni gruppo localmente compatto e numerabile é discreto

1.4 Gl Zero Insiemi

Definizione 11. Si definisce uno zero-insieme di una funzione 1’insieme formato
dai punti in cui la funzione assume valore nullo. Pid precisamente, data una fun-
zione f : X — G, 1o zero-insieme di f é la controimmagine dell’elemento neu-

tro del gruppo G, e viene cosi descritto

Osserviamo come i punti dello zero insieme corrispondono alle radici dell’equazione
f(:L’) = 0. L’insieme complementare di uno zero-insieme viene chiamato cozero-insieme

e corrisponde a tutti i punti in cui la funzione assume valore non nullo.

1.4.1 Proprieta

1. In topologia tutti gli zero-insiemi vengono da funzioni continue
2. Gli zero-insiems sono sempre chiusi; il viceversa in generale é falso

3. Uno spazio topologico X é completamente regolare se e solo se ogni suo insieme chiuso
é intersezione di una famiglia di zero-insiemi, ovvero se e solo se i cozero-insiemi

formano una base di X

4. Uno spazio topologico X é completamente normale se e solo se ogni insieme chiuso €

uno zero-insieme, ovvero se e solo se ongi insieme aperto é un cozero-insieme

1.5 1l teorema di Peter-Weyl

Diamo ora giusto un accenno su come costruire misure invarianti su gruppi topologici pre-
compatti e abeliani senza dover fare uso della misura di Haar.
L’enorme vantaggio di tale teorema risulta essere, infatti, quello di, sfruttando il teorema di

Folner, evitare di introdurre ’integrale di Haar. Inziamo con il dare alcune definizioni:

Definizione 12. un gruppo topologico G si dice precompatto se per ogni sottoin-

sieme aperto non vuoto U di 9 esiste un insieme finito F' tale che 9 =FU



La teoria delle rappresentazioni dei gruppi finiti ha una notevole applicazione sui gruppi
compatti e finiti, infatti, si sono ottenuti buoni risultati calcolando i valori medi sugli elementi
dei gruppi. Tali risultati possono essere estesi ai gruppi infiniti, sostituendo le medie con

integrali, e ai gruppi localmente compatti, utilizzando la misura di Haar.

Definizione 13. Siano G un gruppo topologico e V' uno spazio vettoriale é un omo-
morfismo di gruppi da S a GL(V), ovvero il gruppo generale lineare su V. In ai-

tre parole una rappresentazione é una mappa

p: G — GL(V)
(91) = plg)

In questo caso V viene chiamato spazio di rappresentazione e la dimensione di

V' viene chiamata dimensione della rappresentazione

Definizione 14. Siano G un gruppo topologico, V uno spazio vettoriale, F' un cam-

po e P una rappresentazione

p:G— GL(V) = GL,(F)

Allora per ogni g € G la funzione

Xp: 9§ — F
g = 1)

prende il nome di carattere associato a P e

dimp(V) = deg(p)
Nota: La funzione t?“p(g) € la funzione che somma gli elementi della diagonale di p(g)

Teorema 15. (F@lner) Sia G un gruppo precompatto abeliano. Allora per ogni
sottoinsieme V di G esistono & > 0 e caratteri continui Xi» ¢ = 1,...,m, con

U(Xla"'7X’rL76) g V

Teorema 16. Sia § un gruppo precompatto abeliano. Allora per ogni T € 9, z #

0, esiste un carattere continuo X tale che X(l) 75 0

Per ogni n € N definiamo U(’I’L) il gruppo unitario di ordine M. Tale gruppo € il
—t
sottogruppo di G L., ((C) che possiede tutte le matrici unitarie M (M M = I,,). Poiché

2
U(n) é omeomorfo ad un insieme chiuso e limitato di C™  allora U(n) € compatto.

Teorema 17. (Peter- Weyl) Sia G un gruppo toplogico compatto e T € G un ele-

mento diverso da 1. Allora esistono M € N ed un omomorfismo continuo f : 9 —

U(n) tale che f(:l?) 7é I, in U(n)

10



“+oo
Notazione: Definiamo ora U = H U(n)

n=1
Lemma 5. Ogni gruppo compatto é topologicamente isomorfo ad un sottogruppo di qualche

potenza di U

Dimostrazione. Per ogni x € G con & # 1 consideriamo 1’omomorfismo fo : G —
U(n) tale che fa(l') 7& In (Possiamo considerare lo stesso omomorfismo in U). Ora
1’omomofismo diagonale f g — US\{l} risulta iniettivo e suriettivo. Per la
compattezza di G tale omomorfismo risulta essere una immersione topologica. Poi-

ché f(9) é un sottogruppo compatto di US\{l} é un chiuso. O

11



2 La Misura di Alfréd Haar

Ricordiamo come la misura di Lebesgue sia l'unica misura completa invariante per traslazioni
su di una O-algebra contenente gli intervalli in R tale che ,u([O, 1]) = 1. La misura di
Haar, per un gruppo topologico localmente compatto, sard una generalizzazione della misura
di Lebesgue e costituird un modo per assegnare un “volume” ai sottoinsiemi di un gruppo

topologico localmente compatto.

Definizione 18. Un o-anello é una classe non vuota di insiemi S tale che:

1. Se E ¢ F appartengono a S allora E\F es

oo
2. Se E; € S allora UEZ es
=1

Notiamo come se un O -anello S é contenuto nell’insieme delle parti di qualche insieme

X allora S € una 0-algebra se e solo se X € S

Definizione 19. Siano X uno spazio T5 localmente compatto e D la classe di tut-
ti i compatti di X, definiamo allora boreliano ogni insieme appartenente al pii pic-

colo O-anello contenente ). Tale O-anello verri denotato con S

Notazione: Chiameremo limitato un sottoinsieme di uno spazio topologico localmente

compatto contenuto in un compatto

Definizione 20. Sia X uno spazio topologico 1o localmente compatto, una misu-

ra di Borel su X é una funzione V:S — [0,—|—OO} tale che:
1. Sia O0-additiva
2. Valga V((Z)) =0
3. Valga V(K) < +00 per ogni K compatto in D

Definizione 21. sia P 1a classe di tutti gli insiemi boreliani. Una misura di

Borel UV si dice essere regolare se per ogni compatto K €D vale che:

v(K)=inf{v(A): K C A AP}

Definizione 22. sia G un gruppo topologico localmente compatto, e sia U/ una mi-

sura di Borel regolare tale che:

1. Valga V(A) > 0 per ogni A€P \ {(Z)}

12



Allora diremo che [l é una misura di Haar invariante a sinistra su G se per ogni

FE € S vale che:

v(g* E) = v(E)
con g €Y

Esempio:

La misura di Haar sul gruppo topologico (Rn, +) che prende il valore 1 su [O, 1] € uguale

alla misura di Lebesgue ristretta ai sottoinsiemi di Borel di R

Corollario 3. sia G un gruppo topologico localmente compatto e separabile, al-
lora G possiede una misura invariante a sinistra unica a meno di una costante mol-

tiplicativa detta misura di Haar

2.1 L’integrale di Haar

L’approccio che useremo sard quello di introdurre una misura boreliana tramite [’integrale

che essa definisce sullo spazio delle funzioni continue a supporto compatto (C¢).

Introduciamo allora l’insieme delle funzioni continue a supporto compatto non negative
e denotiamo tale insieme con Cy. Notiamo subito come risulti ovvio definire la sequente

applicazione:

I:C0y —R*

dove:

I(f+9) =1(f)+1(g) I(cf)=cI(f) Vfgely ceR
Nel caso di un gruppo topologico localmente compatto avremo esattamente [’integrale di
Haar sinistro (rispettivamente destro). Denotiamo ora con CS_ linsieme delle funzioni a

valori positivi di C.

Esempi:
1. Sia § = (R*, g, *) il gruppo moltiplicativo dei numert reali non nulli e definiamo il
funzionale:

A CuRY) — R
> dx
f — /_OO f(x)m

13



. * . * dx . L. . . .
Sia (* la misura tale che dpu* = Ta] © mostriamo come sia invariante per traslazioni

moltiplicative, infatti, se ¢ € R:_

/f‘” /f ‘“fé] /f fal

Mentre se @ € R*

[ senga=— [ 103G = [ @i

dX
. Sia § = GL, (R) allora la misura di Haar (destra e sinistra) é data da

|det(X)|"

dove dX € proprio la misura di Haar (sinistra) su M, (R), ci0€ la misura di Lebesgue

SU Rn2. Se f e C, (GLn(R)), si ha:

dX dY|det(A~H)|"
AX) e =15 y)o o L
/GLn(R) it ) |det(X)[" /GLn(]R) ute |det(A—1Y")|™

dY
= 0 P
/GL,L@R) IO (e

Infatti la mappa T : X — AX manda le colonne T, di X nelle colonne Amj, cioé

T agisce come la somma diretta di M copie di t : ¥ — Ax

. Sia § = ({Z eC: |Z| = 1} , &,%) e definiamo il funzionale:

— /f Zmity

Allora A é un funzionale positivo invariante a sinistra e quindi un funzionale di Haar

A: C.(9)

2.1.1 Funzionali Lineari

Definizione 23. Un funzionale di Haar é un funzionale lineare

A:Cu(9) — R

positivo (i.e. f >0 = /\(f) > 0) non identicamente nullo e invariante

a sinistra

BAX=Y
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PI‘OpOSiZiOIle 3. Sia A un funzionale lineare positivo a valori in R. Se A é sia
additivo che omogeneo su CS_, allora ammette una sola estensione a (. che é proprio

un integrale positivo

PI‘OpOSiZiOHe 4. Sia f : R —> R una funzione continua tale che f(:L‘ + y) =
f(x)f(y) e f(O) =1, allora esiste a € R tale che f(.%‘) = %%

Dimostrazione. Poiché esiste un unico a € R tale che f(l) = %%

Sia ora g(x) = f(x)e™"", allora g(x +y) = g(x)g(y), 9(0) =1, g(n) =

1 e g é una funzione continua. Ovviamente per ogni M € R si ha che g(%)m =

avremo che f(?’l) =

e,

g(n) =1 allora g(%) =1 per continuitd e, quindi, f(x) = e |

2.2 Esistenza e Unicita

Sia ora CR(S) linsieme delle funzioni continue, a valori reali, definite su G e, per ogni

a € G definiamo le sequenti mappe:

Dove Ly f(z) = f(y~'x)  y€S

Dove Ry f(x) = f(zry) y€§

J: 00(9) — 00(9)
Dove Jf(x) = f(x_l)
1l motivo per cui viene usata la notazione yil per Ly ey per Ry € perché

Ly.=L,L. R,.=RyR,

Definizione 24. Un sottoinsieme Z di CQ([O, 1]) é detto equicontinuo se per ogni

€ >0 esiste 0 > 0 tale che

z,y €[0,1]  r—yl <de=|f(2) - fly)l <e VfeZ

Teorema 25. (ASCOZi-ATZ@ld) Sia 4 C CU([07 1]) allora le seguenti affermazio-

ni sono equivalenti

15



1. Z é chiuso, limitato e equicontinuo

2. Z é compatto

Teorema 26. (Rappresentazione di Riesz) Siano X uno spazio T, localmente com-
patto e A un funzionale lineare positivo su CC(X) Esiste, allora, un’unica mi-
sura [l, regolare e di Borel, su X che sia finita sui compatti di X e che sia ta-

le che

A(f) = /X fdu Y€ Cu(X)

Lemma 6. Sia G un gruppo topologico localmente compatto, si ha, allora, una corrispon-

denza biunivoca tra linsieme delle misure 1 di Haar e quello dei funzionali X di Haar:

A: {p:p misura di Haar} — {A: X funzionale di Haar}
1 — du

In particolare se V e [ sono due misure di Haar allora esiste ¢ > 0 tale che V = ¢l

Teorema 27. Sia [t una misura di Radon (i.e. finita sui compatti) su un grup-

po localmente compatto G e sia
~ -1
(E) = (E™)
Allora:

1. [0 é una misura sinistra di Haar se e solo se [l € una misura destra di Haar

2. |4 é una misura sinistra di Haar se e solo se /Lyfd,u = /fd,u per ogni
fe CC(S) e per ogni Yy € G

Dimostrazione. La prima condizione é ovvia. Dimostriamo direttamente la seconda

condizione. Per ogni misura di Radon [/ si ha

/Lyfdu:/fd,uy v feC(9)

dove ,u,,(E) = M(y * E) Ora se |4 é una misura di Haar quando

[ Busdn= [ s

manterrd le stesse condizioni per ognif S C((9) Per 1’unicitd del teorema

di rappresentazione di Riesz si ha che [L = [l
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La tecnica che useremo per dimostrare [’esistenza di una misura di Haar su un gruppo
localmente compatto G é quella di mostrare Uesistenza su G di una misura di Radon invariante
a sinistra; a meno che G sia un gruppo discreto! é, infatti, impossibile definire una misura
invariante a destra numerabilmente additiva per tutti i sottoinsiemi di G assumendo l'assioma

della scelta.

Teorema 28. (Esistenza [ Unicita’) Sia G un gruppo compatto, allora

1. Esiste un unico funzionale lineare positivo A : (Cp(G) — R tale che
e A(1)=1
o AMRyf)=A(f) Vye§, [feCu(S)
o MLy f) =AJf)=A(f)  Vye§, [feCo(S)

2. Esiste una O-algebra ). costituita dai sottoinsiemi di G che contengono tut-
ti i sottoinsiemi di Borel di G e che sia invariante per le moltiplicazioni

(destre e sinistre) e per 1’inversione, i.e.

vS ={yala e S} eX
Se¥y= {Sy={aylaeS}ex
St={ataeS}ex

3. Esiste una misura [ su Y tale che:

o u(yS)=p(Sy) =u(S7) =u(S) VSeXT
o u(§) =1
« () = [ duty

Dimostrazione. per ogni [ € Co(G) definiamo i seguenti insiemi:

A(f)=4> aiLy,f:neNa €Ra; >0, ai=13 C Co(9)

i=1 i=1

B(f) =< aiRy,f:neNa €Ra; >0, a;=1pC Co(S)
=1 i=1

Denotiamo con (f) e (f) le rispettive chiusure e A il solito funzionale ta-
le che A(f) non vari se applicato a elementi nelle chiusure di A(f) e B(f) La
dimostrazione si articolerd nei seguenti punti:

1. Useremo il teorema di Ascoli-Arzeld per mostrare che (f) é un compatto di 00(9)
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2. Mostreremo che A(f) contiene una funzione costante

3. Mostreremo che (f) contiene una funzione costante

4. Mostreremo che esiste un’unica funzione costante fE (f) ﬂB(f)

5. Definiremo f: A(f) e mostreremo che tale funzione verifica le proprietd ri-

chieste

6. Dimostreremo che A é unico

7. Definiremo la misura |4 e la O-algebra by grazie al teorema di Rappresentazio-

1.

re di Riess
Ora per ogni f € Co(G) definiamo
o M(f) = max, 5 f(7)
o m(f) = minyeg f(7)
o o(f) = M(f) ~m(f)

Poiché LyLz = Lyz, Rsz = Ryz e JLy = RyJ si ha

A(Lyf) = A(f)  B(R,)=B() JA(S) =B(Jf)
A(kf) = EA(F)  B(Kf) = kB(f)

Passando alle chiusure:

A(Lyf) = A(f)  B(R,)=B() JA(S) =B(Jf)
A(kf) = kA(F)  B(Kf) = kB(f)

Passo 1

Dobbiamo mostrare che (f) é un compatto di 00(9) Osserviamo innanzitut-

to che:

1Y aiLy flloe <D aill Ly flloe = Y aill flloo = 1f ]l
i=1 i=1 i=1

e, quindi, A(f) contiene la palla chiusa di raggio Hf”oo centrata nell’ori-
gine. (Ora vogliamo mostrare che (f) é un sottoinsieme equicontinuo di 00(9)
Prendiamo un € > () e scegliamo un intorno N, di € in G tale che |f(y) -

f(Z)| < € per ogni yilz € N.. Allora:
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Z Ly, f(5) -0y @iy, g Lyt @=L, s

i=1

< iai
=1

<Y ailfyy) = fly ) =) ae=e
i=1 i=1

Infatti, quando, yilz € N, si ha che (y;ly)(yl_ly) = yily € N, per ogni

1 S 7 S N. Poiché (f) é un sottoinsieme equicontinuo, per Ascoli-Arzela,

é un compatto di Co(9>

2. Passo 2

Dobbiamo mostrare che che A(f) contiene una funzione costante. Consideria-
mo, quindi, la funzione U(f) definita prima che raggiunge il suo minimo esat-

tamente nel punto f* € (f) Abbiamo quindi due possibilita:

° U(f*) =0e quindi f* é una funzione costante

e u(fy) #0 e quindi M(f.)>m(fs)

Mostriamo ora come il secondo caso sia impossibile. Supponiamo, quindi, che

M(f*) > m(f*) e definiamo

W= {res: s MmUY

2

in modo che per ogni & € G si abbia alWW = {a'y 1y € W} e che {aW}aeg
sia un ricoprimento aperto di 9 Poiché 9 é compatto si ha che 9 C a1WU

U(an conn €N e a; € 9 Definiamo ora

) = 3 Lafi)
=1

Allora:

° f*(’y) S A(f) dato che %ZLyig S A(f) per ogni g € A(f)

=1
o M(f.) < M(f.)
i m(f*) >m(fs) + ﬁv(f*)w

16Per ogni v € G esiste un 1 < m < n per cui v € ymW. Allora y;Ll'y € W e, per
w~ Allora fi(7) = %f* (W) +
1 _ M(fx) +m(fs 1 M(fe) 2n—1 v(fx
- Z ey 1y > M+f Z m(fe) = LjLim(f*) = m(f*)+g.
n o 2n " 2n 2n 2n

come abbiamo definito W si ha fi(y1v) >
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Quindi U(f*) = M(f*) - m(f*) < M(fi) —m(fs) — 2n v(fs) < M(fs) —
) =0e f*

WL(f*) = ’U(f*) che é in contraddizione con la tesi; allora 1)( *

é una funzione costante.

. Passo 3

Dobbiamo mostrare che B(f) contiene una funzione costante. Ma basta sceglie-

re la stessa funzione del passo 2 e lavorare nella stessa maniera.

. Passo 4

Dobbiamo mostrare che esiste un’unica funzione costante f € m N W
Per fare cié risulta sufficiente mostrare che, se | é una funzione costante di
m e h é una funzione costante di W, allora | = h é una funzione co-
stante di WQW Sia € > 0 e scegliamo o; € G, a; >0, 1 <i<m
eﬁje G, b; >0, 1 <5 <n tali che

m

[ Zaj,:zn:bj =1
i=1 j=1

m €
1=1

2 €
o h = biRa, flle < 5

j=1

In particolare, per ogni 1 < j<n

€
:lelg = Zatf 'YZJ < 3
e quindi
- Z Zaibjf(yflvzj) = Zlbj - Z Zalbjf ’}/ZJ)
j=11i=1 j=1 i=1 i=1

m

<Zb Z—Zalf 'yzj

Nello stesso identico modo

w\m

h= > abif(y; 'vz)| <

j=14i=1

[NCN e
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Allora per la diseguaglianza triangolare si ha che |l — h‘ < € per ogni € >

0

. Passo 5

Definiamo C(f) = A(f) e, grazie ai passi 1| e 2 si ha che:

o AN <fll
o A(1) =

o A(Kf) = kA(f)
o A(Lyf) = A(f)
o A(Ryf) = A(f)
o A(Jf) = A(f)

Per ogni f € Cy(§) k€ Rea €G. Poiché A(f) >0 se f > 0 rimane da
dimostare che A(fl +f2) (fl) +A(f2) Prendiamo, come prima, a; € G,
a; >0, 1 <1< m dove Zai—l e

i=1

S al i) <5 )
=1

N

per ogni v € G. Denotiamo ora con ¢ = ZaiLyif2' Poiché ¢ € A(fg)
i=1
allora A(¢) C A(fg) e quindi A(¢) C A(fg), allora A((ﬁ) = A(fg) Sce-

gllamoﬁjeg b >0, 1<]<ndoveZb =1le

Jj=1
i €
A(f2) — E biL.,¢| < 5
j=1
Per come abbiamo definito ¢) si ha che
n m n

Z Za,bJLszqu( )| =
Jj=1 i=1

aib; f2(y 1—1):
1

1=

n

= |A(f2) D> biLe > aiLy, f2(7)] = |A(f2) = Y biL.,¢(7)| <
j=1 i=1 j=1

[N e

Sostituendo Z ’)/ al posto di 7y in (*) si ha:
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Ora per la diseguaglianza triangolare si ha

(.fl +Af2 Zzazb] f1+f2 ( ot j_lr}/) <e

j=11:i=1

Poiché ZZal (fitf2)(w; 'z ') € A(f1+/2) si ha che A(f1)+A(f2) €

j=11i=1
A(fl + fg) Poiché esiste un’unica funzione costante in A(fl + fg), si ha

la tesi

. Passo 6

Dobbiamo dimostrare che A é unico. Sia allora A’ un funzionale lineare su Cg(G)
tale che A'(1) = 1 e A'(f) = A(Lyf) per ogni fr(G) ey € G. Per 1a
linearitd del funzionale si ha che A'(¢) = A/(f) per ogni ¢ € A(f), in
particolare per ogni ¢ € A(f). a1lora A(f) = A (A(f)) = N (f)

. Passo 7

Dobbiamo ora definire la misura [t e la O-algebra Y.. Per fare cié utilizza-
remo il teorema di Rappresentazione di Riesz. Definiamo ,LL* nel seguente mo-

do

p (V) =sup{A(f): f € Co(G), 0<f<1, supp(f)CV}

aitora A(1) =1, 1*(G) = 1, A(Lyf) = AR f) = A(Jf) e 4V, Vil e
V1 sono aperti di V tali che

V) = (Vy ) = (V)

Ora possiamo definire M* su tutti i sottoinsiemi di § nel seguente modo

w(S)=inf{u(V):SCV, V aperto}

e notare come tale misura sia una misura esterna, infatti
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* . x -1\ _  xrq—1
pr(vS) = pr(Sy77) = p(S77)
Per avere la tesi basta definire Y. come la O-algebra sugli insiemi /,L*—misurabili

. : . . * .
e scegliere come misura la misura [l ristretta a [/~ di DX

2.3 Applicazioni
2.3.1 1l Gruppo Ortogonale
O(n,R) = {Ae M,(R): ATA=1T}
La topologia del gruppo ortogonale reale ¢ indotta da My (R) = R™ . O(n,R) ¢ infatti,
un gruppo topologico compatto dove la norma di una matrice sard:

1

n 2

A = { D loil?

4,J=1

2 2
Sia R™  lo spazio vettoriale reale delle matrici n X n, allora per ogni X € R™ si ha

L [|XT) =X

o |XY| < I X|||Y]| con Y € R

3. |1QX|[| = [|X]| = [[XQ| con Q@ € O(n,R)
4 IQI = ]| = vn con Q@ € O(n,R)

Sappiamo che O(n, R) ha una misura invariante [L che sia una misura sugli insiems di

Borel B € O(?’L, R) e che sia tale che

w(B) = w(@B) = n(BQ)  wO(n,R)) =1
Mostriamo ora come la misura di Haar sia analoga alla densitd uniforme di probabilitd
su intervalli finiti. Consideriamo i gruppi O(l,R) = 01 eU;. Poiché O1 = {71, 1} st

ha che la misura di Haar sard data da

(-1 =5 WD =1

che corrisponde esattamente alla distribuzione uniforme di un lancio di una moneta. Il

gruppo Uy sard il cerchio unitario, infatti

Uy = {exp(i0) : 0 € [0,2m)}
Qui la misura di Haar € proprio la misura di probabilitd di densitd costante i e quindi

w(Ur) =1
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2.3.2 1l Gruppo Speciale Lineare
SL(n,R) ={A € M,(R) : det(A) =1}

2

La topologia del gruppo lineare speciale reale € indotta da My, (R) ~R™.

Definizione 29. La traslata sinistra di una misura di Haar destra é una misura

di Haar destra. Se [l é una misura di Haar destra, allora anche

A u(t™'B)

é invariante a destra. (Q(uindi, esiste un’unica funzione A, detta funzione mo-

dulare, tale che, per ogni insieme di Borel B

u(t™'B) = A(H)u(B)

Definizione 30. vn gruppo si dice unimodulare se e solo se la funzione modulare

é identicamente 1

Proposizione 5. 5ia § un gruppo topologico localmente compatto con misura di Haar

M. L’applicazione

A: §6 — RT
x — Ax)

é un omomorfismo continuo tra G e il gruppo moltiplicativo RY. Inoltre Vf S

LY (G, ) si ha
/ Ry fdp(z)= Ay~) / F () du(e

Dimostrazione. Per ogni T,y € G e per ogni ACS M-misurabile, si ha che:

Azy)u(A) = p(Ax zy) = Aly)p(A + x) = Aly) A(z)u(A)

Cioé A é un omomorfismo tra G e R>O; inotre si ha che XA(CL'y) = XAy—l(l')

e, quindi,

/9 Xala)dulz) = (A s y™) = My Hu(4) = M) [ xalo)du(o)

Approssimando f S Ll(g,/.t) con funzioni semplici si ottiene
| Rt @in)= [ s@aute

24



Infine, poiché la mappa é continua, lo é anche la map-

g —
Yy = Ryf(x)
Pv: § — R

v o [ Rf@du)

Segue, quindi, la continuitd di A
O

Assumiamo ora G come gruppo unimodulare, cioé le misura destra e sinistra di Haar su

G risultano equivalenti, e denotiamo con fﬁ = f(xil), allora:

/f(x)da:z/f(x_l)dx:/f_dx

Osserviamo che, se G non fosse unimodulare, per Uunicitd della misura di Haar esi-
sterebbe una funzione modulare A : G — Rt che sia un omomorfismo continuo tale

che

/gf(ma)dx:A(a)/gf(a:)dx

dove

/9fA(x)dmz/9f(m)dx

Un esempio di gruppo non unimodulare € dato dal gruppo della matrici triangolari, come

a b a b
0 d 0 a!

PI‘OpOSiZiOIle 6. Un gruppo topologico localmente compatto G e compatto se e so-

lo se /L(g) < 400, dove |4 é la misura di Haar su 9

Proprieta

1. Se G é un gruppo discreto, allora A = 1, infatti la misura del conteggio é inva-
riante sia a sinistra che a destra, in particolare la proprietd di un gruppo di essere

unimodulare non implica che tale gruppo sia abeliano.

2. se G é compatto allora é unimodulare, infatti, sia ACGesia Yy e G, allora

/ Xa(zy™ Hdp(z) = / Xay(w)du(z) = p(Ay) = py (A) = A(y)u(A)
g g

Osserviamo come se A = G allora Ga = G e, piché ,u(S) < OO st ha che
;1,(9) = A(y)u(S) e quinds A(y) = 1. Per Uarbitrarietd di Y si ha l'unimodularitd
di G
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Ricordiamo ora alcune definizioni sulle azioni di gruppt.

Definizione 31. sia X uno spazio topologico 15 localmente compatto e misurabi-
le, con misura [I, e sia S un gruppo topologico. Affermiamo che g agisce su X se

esiste una mappa continua, detta azione (sinistra), di 9 su X cosi definita

o: GxX — X
(9,2) — o(g,z) =gxx

tale che

1.exx=x VreX

2. g1x(ga*xx)= (g1 g2)*T VYg1,92 €9 Ve e X
17

3. U é quasi invariante

Definizione 32. L’azione di G viene detta ergodica se non vi sono sottoinsiemi
invarianti banali di X, cioé per ogni A nella classe dei misurabili di X dove g*

y=vy VyEA eg€9 allora si ha che /A(A):O oppure ,LL(Y\A)ZO

Definizione 33. se f € C.(G) definiamo

@) = [ sty

Teorema 34. (Fattorizzazione) Se F € SL(n,R) ailora F = JB con J €
SO(H,R) e Be Bf{ dove

a I12 1,3 --- T1n
0 a9 xr23 ... T2.n n
B:: . ta; >0, H(Ii:L xm-e]R
i=1
0 0 0 ... an

41lora SL(n,R) = SO(an)B:{

Osserviamo ora come sia possibile scrivere la decomposizione di SL(TL,]R) nel modo
sequente: poniamo K = SO(TL,R), allora € possibile scrivere un elemento di B;’{ nella

sequente forma:

7preserva la classe dei p-misurabili, cioé VA nella classe dei misurabili di X e Vg € G si ha
che pu(g,A) =0 < pu(A)=0
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ar Ti12 T1,3 . T1,n 1 T1,2 . T1,n
ar1 .- 0
0 a9 x2.3 N T2.n 0 1
. 0 ... a
0 0 0 ... a N0 0 1
Ci6 vuol dire che B;:_ = AN = SL(TL, R) dove:
ai1 RN 0
n
A= ' :ai7i>0, Hai=1
: 1=1
0 ... ann
1 J,‘LQ oo $17n
0 1
N = . 1T € R
0o 0 ... 1

(i.e. SL(H, R) = KAN). Da questa osservazione ricaviamo ora la seqguente definizione

Definizione 35. Siano K, A ¢ N come sopra. Un gruppo G che ammette una de-

composizione della forma G = KAN viene dette gruppo di Iwasaka.

Corollario 4. La seguente mappa prodotto

¢: KxAxN — KAN
(k,a,n) —  kan
€ un omeomorfismo
Teorema 36. Siano P7Q <g sottogruppi chiusi tali che §=PK, e supponia-

mo che la mappa
B: PxK — G

(p,k) +— pk

sia un omemorfismo. Assumiamo poi che 9 e K siano unimodulari, allora il fun-

zionale di Haar su 9 sard

A GG — R
- /K /P F(pk)dpdk

dove dp e dk sono, rispettivamente le misure di Haar su P esu K.
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Risulta facile osservare che la misura di Haar su G é dp = dp x dk, inoltre Ag (p, k) =
Ap(p)Ak (k).
Corollario 5. Se dk da, dn sono misure di Haar su K, A, N rispettivamente, allora si

ha che

dxr = dkdadn

€ una misura di Haar su SL(Z, R).
Lemma 7. Sia

+oo "
pla) = j a = Diag(ay,...,an) € A
i<j J
Allora db = p(a)dadn ¢ una misura di Haar destra su B = AN

Definizione 37. Si dice che il gruppo A normalizza il gruppo N se:

ana ' eN Vae A neN

Teorema 38. Siano V e 4 due misure di Haar du 9, allora esiste ¢ > (0 tale che

/ f(@)dv(z) = ¢ / f@)dp(z) ¥ feCu(9)
g g

Sia ora' G un gruppo topologico localmente compatto, e sia ¢ : G — G un automorfismo.
Se 1 ¢ la misura di Haar sinistra di G allora anche (,u o ¢_1)(E) = u((b_l(E)) € una
misura invariante a sinistra. Per il teorema di cui sopra esiste ¢ > 0 tale che ‘uogzﬁfl = Clt.
Tale costante C viene detta modulo dell’automorfismo ¢ e viene denotata come mod(gb).

Osserviamo come

mod : Aut(§) —  RT
o) —  mod(¢)

sia un omomofismo, i.e. mod € Hom(Aut(S), R""), infatti

(mod(p o)) =potp™ 0dp™! = (mod(¢h))po ¢~ = mod(y)mod(¢)

e quindi

/ F(6 (@) dp(x) = (mod()) ™" / £ (w)duy)
g g

dove si € effettuata la sequente sostituzione
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y=0¢""(z) = du(z) = du((y))

In particolare, se consideriamo l’automorfismo interno

¢a: § — g

xr — azra”?

avremo che qzﬁa(x) =R, (La(aj)) e quindi per ogni insieme [L-misurabile E si ha
(mod(¢a)) ™' (E) = 1(¢a(E)) = 1(Re-1(La(E))) = p(aBa™") =

ci0€

mod(.) = Ala)

Consideriamo ora il gruppo GL;r (R) delle matrici 2 X 2 con determinante positivo.
Poniamo P = AN dove

0 1 0
A= 11 1aiag2 > 0 N = :beR
0 az 2 0 b

Per mostrare come la misura di Haar sia la misura di Lebesgue consideriamo un sottoin-

sieme v C N della sequente forma:

Se chiamiamo [ la misura di Haar su P abbiamo che ,u(y) = Ll(B) dove L' ¢

esattamente la misura di Lebesgue su R, infatti

0 0 1 2t
T paR * @z | peWipl,  ip
0 azp 0 azp 0 1 a2,2 42,2

Abbiamo quindi
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al_yl O

=A LY(B)

0 as 2

Scegliendo B in modo che LI(B) < +00 si ha che:

a; O a1
A = o
0 as 2 a2 2

Nel caso di SL(Q,R) avremo che a2 2 = al_% Posto

st ha

a(a) = mod(¢n,) = @®

2.3.3 1l Semipiano di Poincaré

Definizione 39. Definiamo i1 sempiano di Poincaré nel seguente modo:

H={z=z+iy:x € R,y >0}

Vogliamo ora trovare una relazione tra il semipiano di Poincaré e il gruppo SL(?, R).

Ricordiamo, innanzitutto, che

b
SLE,R) =4A4=(" o) der(4) =1
C

allora si vede subito come, per ogni matrice di SL(Q, R) lapplicazione

al+b
cE+d

definisce un automorfismo olomorfo di H e che applicazione

f:6&—

g: SL(2,R) — Aut(H)
a b

—
c d /

é un omomorfismo suriettivo di SL(2,R) su Aut(H), il cui nucleo corrisponde esatta-

mente al centro di SL(Q, R), cioé

1 0
0 1

Osserviamo, ora, come si abbia la seqguente azione su H
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3: GLY(2,R) — H
A A — +b
(4, 2) — Az =20
~ a b
che manda H in H, dove A = e dove valga l'associativitd
C

Lemma 8. La misura du = d:;;iy su H ¢ invariante sotto I’azione di SL(Q, R)
) , ~ a b
Dimostrazione. Sia A = S SL(?,R) e sia J j la trasformazione linea-
c

re fratta associata ad A vista come applicazione da R? in Rz, allora si ha

Ti: R — R2
2, 2
ac(z®+y*)+(ad+bc)z+bd y
(CC,y) ? ( (cz+d)2+c2y? ) (ca+d)2+c2y?
I1 determinante dello jacobiano in 2 = I + iy risulta, quindi, essere |CZ +

d|74. Dalla formula del cambio di variabili si avra

-1 \dzdy 1 |ez+d[*dgdny dédn
[t 9= = [ )=y SR [ S

dove si é effettuata la seguente sostituzione

w=E+in=A"1.z

Definizione 40. 11 gruppo di isotropia di z € H é il gruppo moltiplicativo
I,={M e SL(2,R): M -z =z}

Proprieta

1. Consideriamo li-esimo gruppo di isotropia I;, allora si ha che

ai+b
ci+d

=l=d+=+d®=ad—-bc=1

E quindi risulta naturale identificare l’i-esimo gruppo di isotropia nel sequente modo

Ly [ 05O @) om0, R)

T —sen(8) cos(0)
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2. La mappa
J: SL(2,R) — H
M — M -3

Induce la sequente corrispondeza biunivoca

(G M-N — H
a 0 1 =z

— x4+ ia?
0 a'/\0 1

Da cié possiamo dedurre la misura di Haar su 9/K (K = SO(TL,R}, infatti, posto
Yy = a2, sia da la misura di Lebesgue su R, allora
dy = 2ada
e quindi

dxdy  2adzda
2

= 2a(a) " tdxd*(a)

dove d* (a) = %u. Se a rappresenta la variabile A € SL(Q, R) allora si ha che

q: §/K — H
2a(a) " tdnd*(a) +— dzgy

Dove 9/K = SL(Q,R)/SO(Z,R)

3 Gruppi di Lie

Vediamo ora come definire una misura di Haar sui gruppi di Lie che risultano essere parti-

colari gruppi localmente compatti.

Definizione 41. un gruppo di Lie G é una varieta differenziabile C'°° munita di

una struttura di gruppo tale che le operazioni

1. (g,h) —> gh
2. g— gt

siano C°

Definizione 42. Un’algebra di Lie ® su un campo K ¢ uno spazio vettoriale su

K munito di una operazione bilineare [-, ] 6 X & +— & tale che:

1. [X,Y]=-[Y,X] V X,Yeo
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2 [X,[V, 2] = [X,Y],Z] +[V,[X,Z]] ¥ X,V,Z€®

Il pitd ovvio gruppo di Lie risulta essere R dotato dell’operazione addizione. Elenchiamo,

ora, alcuni gruppi di Lie:

O(n,R) ={A € GL(n,R) : AA* =1}

SO(n,R) ={A € O(n,R) : det(A) =1}

U(n,C) = {A € GL(n,C): AA = 1}
e SU(n,C)={A€U(n,C):det(A) =1}

Risulta ovvio il fatto che GL(TL,R) e GL(TL, (C) stano gruppt di Lie, in quanto hanno
coordinate globali in cui la moltiplicazione € data da polinomi mentre linverso da funzioni

razionali il cui denominatore € esattamente il determinante.

Definizione 43. sia & un’algebra di Lie e sia V' uno spazio vettoriale, allora
un omomorfismo T : & — End(V) (con End(V) visto come un’algebra di Lie) si
dice una rappresentazione di & su V e V viene detto ®-modulo rispetto all’azio-

ne T

Sia G un gruppo di Lie e sia %(9) il modulo su 000(9) dei campi vettoriali su G. Sia
lg : G — G la traslazione a sinistra di g € G, cioé lg(h) = gh. Un campo wvettoriale

K e :{(9) si dice invariante a sinistra su 9 se per ogni g, h e 9 risulta

(lg)snKpn = Kgp

dove (lg)*h : Th(g) — Th(9) denota il differenziale di lg inh e Th(S) é lo spazio

tangente a G in h. L’insieme dei campi invarianti a sinistra su G verrd cosi indicato: Q(S)

PI‘OpOSiZiOIle 7. 5ia G un gruppo di Lie e sia 2(9) 1’insieme dei campi invarian-
ti a sinistra su 9 Allora:

g: £(9) — T.(9)

1. E(S) é uno spazio vettoriale su R e la mappa é

K — K.

un isomorfismo di spazi vettoriali tra Q(S) e lo spazio tangente dell’iden-

titae€ G. Di conseguenza dzm(£(9)) = dim(Te(S)) = dzm(S)

2. I1 commutatore [.X7 Y] =XoY —YoX di due campi invarianti a sinistra

é ancora un campo invariante a sinistra
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Notiamo ora come sia possibile sostituire i campi vettoriali invarianti a sinistra con le
forme invarianti a sinistra. Come, tempo fa, avevamo definito il piano tangente in un punto,
definiamo ora una forma in un punto, ad esempio nel punto 1, che determini in modo univoco
una forma invariante a sinistra. Abbiamo, quindi, che, per ogni K lo spazio vettoriale

si identifica con lo spazio delle forme esterne di grado k invarianti a sinistra.

PI'OpOSiZiOIle 8. L’agebra esterna A®B* ha una struttura di algebra differenzia-

le graduata

Dimostrazione. Per dimostrare la proposizione basta fare vedere che valgano:

1. Il differenziale —d : B&* — &* A B* & il duale del prodotto di Lie su
QS*

2. Vale sempre la seguente condizione sul differenziale: d2 =0

La prima condizione si dimostra applicando la definizione, infatti, dati due cam-

pi vettoriali X e Y ed una forma ’L/J si ha

WX Y]) = = (| X AY) + X({9]Y)) = Y ((¢|X))

se w,X,Y sono invarianti a sinistra allora anche <¢|Y> e <’¢|X> sono invarian-

ti a sinistra e quindi:

X((oY)) =Y (([X)) =0

allora:

(WX, Y]) = (=dp|X N Y)

La seconda condizione di dimostra ricordando che, dato uno spazio vettoriale Vv

ed una applicazione d:V — VAV esiste un’unica estensione di d dell’algebra
AV O
3.1 Algebre Multilineari e Forme Differenziali

3.1.1 Applicazioni Multilineari

Definizione 44. Siano V; ..oy Vo, W spazi vettoriali. Una applicazione

V...,V —W

si dice multilineare se é lineare in ogni variabile, Cié vuol dire che preso co-
munque un intero ¢ = 1,...,M e fissato comunque dei vettori v € Vi, per ogni

27&], si ha che
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w

—
— f(’Ui,...7'Ui_1,'U,'Ui+1,.-.,'Un)

=

<

é lineare.

Osservazione 45. Sen = 2 otteniamo un’applicazione bilineare

Notazione: Indichiamo, da ora, con ML(Vl, LV W) lo spazio vettoriale delle
applicaziont multilineari f Vix-oxV, —W

Proprieta

1. Siano g : 2 —» A un’applicazione linerare e f Vi x - xV,, — Z una mappa

multilineare. Allora

gof:Vix--xV, — 27
€ multilineare
2. Siano g; : Vi —> Wi, per i = 1,...,n, applicazioni lineari e sia f Wi x - x

W,, —> Z un’applicazione multilineare. Allora

F: Vix---xV, — A4
(v1,y..y0n)  — flg1(v1),. .., gn(vn))

é multilineare

3. Siano fl Vi x oo x Vg — Wy, peri = 1,...,m, applicazioni e sia F' :
Vix- - xV, — Wiy x--- x W, unaltra applicazione. Allora F' é multilineare

se e solo se f; é multilineare peri =1,...,m
4. Sia K un campo, allora il natural pairing di uno spazio vettoriale V' nel suo duale
V™ cosi definito
(,y: VxV* — K
,w) > w (o)
€ bilineare

Corollario 6. Siano Vl, ey Vn, W spazi vettoriali, allora

dim(ML(Vy,..., Vo W) = dim(W) ﬁ dim(V5)
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Definizione 46. Siano V e W due spazi vettoriali e sia f Vi x ‘/q — W
una mappa multilineare. Allora f si dice alternante se per ogni N-upla (Ul, ce ﬂ)q) S
Vix-x Vq e per ogni O una permutazione di (17 ce 7q) si ha

f(va(l)a R Uo’(q)) = sgn(o)f(vl, ceey Uq)

Notazione: Indichiamo, da ora, con Altq(V, W) linsieme delle mappe multilineari

alternanti

Osservazione 47. Osserviamo come siano veri i sequenti fatti:
1. Al°(V,K) =K
2. ALY (V, W) = Hom(V, W)

PI‘OpOSiZiOIle 9. Sia f € Altq(V, W) Allora se V1,...,Upn sono linearmente

dipendenti si ha che

flor,...,0,) =0

Proposizione 10. sia V uno spazio vettoriale di dimensione N e sia ¢ un inte-

ro positivo. Allora si ha che

dim(Alt1(V)) = (Z) 7=n
0  g<n

Definizione 48. Definiamo come potenza q-esima di V il seguente oggetto
AI(V) = AltY(V*,K)

3.1.2 K-Algebre

Definizione 49. uno spazio vettoriale V su un campo K dotato di una applica-

zione bilineare f VXV — V viene detto K—algebra e viene denotato con (V, f)

Definizione 50. sia (V, f) una K—algebra e siano V; sottospazi vettoriali di V

tali che

V:@‘/z f(‘/;a‘/j)CAi—l-j i»j:()?]-v?v"'
=0

Diremo che V é una K—algebra graduata
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Definizione 51. Uno spazio vettoriale V su un campo K dotato di una applica-

zione bilinerare

fi VXV — V
(zy) — [2,9]
tale che:
1. [I,LE] =0 per ogni xt €V
2. [z, [y, 2]]+y, [2, z]]+[2, [z, y]] = 0 per ogni z,y,2 € V (Identita di Jacobi)
é detta algebra di Lie

Osservazione 52. Se la caratteristica del campo K é diversa da 2 la prima condizione

della definizione equivale a [m, y] = 7[y, :E]

3.1.3 Forme Differenziali

Definizione 53. sia U un aperto di R™. Le applicazioni ne COO(U, Aan) si

dicono forme differenziali alternate omogenee di grao ( a coefficienti C*® in U

Indichiamo ora con dx® la forma lineare su R™ cosi definita

de'(z) =a2" YV x=(x1,...,2,) ER"

Osservazione 54. Osserviamo come le forme dx™ A --- Adx's conl < 41 < -+ <

iq < n costituiscano una base di AIR™

Definizione 55. Una forma differenziale n € C°°(U, AYR"™) si scrive in modo

unico come

Z ml,_“,iquil A Adae

1<i1<--<ig<n

dove

Nityeeyiq = (x)(eil, .. .,eiq) € COO(U)

3.2 La misura di Haar

La misura di Haar su un gruppo di Lie va studiata tramite le forme differenziali. Fissata
una base {61, ey en} abbiamo vista come costruire un campo invariante K; a sinistra per
ogni €;. Prendiamo ora punto per punto la base duale ai IK; ottenendo 1 forme differenziali
lineari K invarianti o sinistra.

Seg€Ge Lg I X —> gT sappiamo che (dLg o KZ) = K; allora:
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(dLgo K; = Ki|K;) = (K;|LK;) = 8;;  Li =K'

1l prodotto K'ANKZA---ANK™ fonisce dunque una forma differenziale 1 di grado
massimo non nulla ed invariante a sinistra (i.e. L; (¢) = 1)) che permette di difinire una

misura di Haar invariante a sinistra:

[ 1@ = [ Lits@w) = [ sigoy

Una diversa base che preservi l’orientazione induce un fattore di riscalamento pari al

determinante del cambiamento di basi.

Come nell’esempio 2 del paragrafo 2.1 consideriamo G = GL(TL, R) in coordinate X =
(xi,j), dove det(X) indica il determinante della matrice delle coordinate. Consideriamo ora

la forma w(X) = Az}j dl‘m' che dd la misura di Lebesgue. Verifichiamo ora che:

|det(}()|_”H\Ljdx¢J

é una misura invariante a sinsitra. Sia A € GL(n,R), se moltiplichiamo tutto per
A otteniamo una trasformazione lineare sullo spazio delle matrici il cui determinante dello

jacobiano é det(A)”. Per il teorema di Fubini abbiamo che:

FX) o[ fAX) _
a0 = [t ax) =

f(AX) / f(AX)
= | —————|det(AX)|"Y(X) = | =——9(X
[ e e axree) = [ e
Osserviamo come per § = GL(n,(C) valga una formula simile in cui la misura di

Lebesgue € data da \det(X)|_2"

Definizione 56. un gruppo di Lie G si dice unimodulare se una misura di Haar si-

nistra é anche destra
Corollario 7. I gruppi compatti sono unimodulari

Osserviamo, ora, come la pid semplice classe di gruppi non unimodulari sia quella dei
gruppi delle matrici triangolari superiori. Sia Q il gruppo delle matrici triangolari superiori,
scirviamo allora un elemento di A € Q come A = DI dove D ¢ la diagonale di elementi

a; mentre I la matrice identitd. L’esempio pit semplice é costituito da dal gruppo delle

trasformazioni affini della retta:

a b
A= ca€RT,bER
0 1

Infatti, presa una generica matrice A € A si ha che:
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a b T ar +b
0 1 1 1

In questo caso le misure invarianti a destra e a sinistra sono rispettivamente:

da N db da A db
a? a

Un importante risultato della geometria integrale, noto come teorema di Hadwiger, sta-
bilisce che lo spazio delle funzioni di insieme, non necessariamente non negative, invarianti
per traslazione e finitamente additive, che sono definite nell’insieme delle unioni finite di
insiemi compatti convessi in R™, consiste (a meno di multipli scalari) di una misura che

risulti 0mogenea18 di grado k =1,...,m e di combinazioni lineari di tali misure.

18Riscalando di un qualsiasi fattore ¢ > 0 tutti gli insiemi, si moltiplica la misura di insieme
per ¢¥. La misura omogenea di grado n é I’ordinario volume n-dimensionale, quella omogenea
di grado n — 1 é il volume di superficie, quella omogenea di grado 1 é la funzione chiamata

ampiezza media mentre la misura omogenea di grado 0 é la nota caratteristica di Eulero.
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