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PROPRIETA DELLE FUNZIONI ANALITICHE

Come gid detto, f € C*((a,b)) é analitica in (a,b) se é sviluppabile in serie
di Taylor attorno ad ogni xg € (a, b):

(n)
/ ('xo) (x — x0)", Vo € (xg —r,x0 + 1)

Veg €I, Ir=r(xy): flz) = i .

n=0

Ricordiamo che

Proposizione  Se f € C*((a,b)) é tale che
Mn!
IM, r>0: sup\f(”)(:c)|§—nVnEN
(a.b) r
allora f é analitica in (a,b). Piu precisamente, V xq € (a,b), si ha

B n!

()

(x — x)", Va € (xg — 1,20 + 1) N (a,b)

n=0
Principio di identita Siano f, g analitiche in (a,b). Allora
Jag € (a,b): fOV(zg) = g™ V(o) VneN = f =g in(a,b)
Prova. Posto h(z) := f(x) — g(x), si tratta di provare che
a0 € (a,b): h"(z)) = 0 VneN = h = h(z) =0 in(a,b)
Dall’analiticita: 36 >0: h(x) =0 Vz € (z9g—Jd,20+0) e quindi
V=sup{z <b: h(t) =0 Vte€[zy,x]} > z0+3d> 2

Ora, z < b = h =01in [xg, 7] = h™(x) = 0in [x0,V'), Vn. Se fosse b’ < b, sarebbe,
per continuitd, h™ (') = 0 V¥n e quindi 2 = 0 in un intorno di ¥, contraddicendo
la natura di sup di b'.

Corollario Sia f analitica in I. Sia (a,b) C I C (da/,b") . Allora

(i) (continuazione unica) f =0 in (a,b) = f=0in[

(ii) (unicitd del prolungamento analitico) Se fi, fo sono analitiche in (a/,b’) e
fi=f = foin I (cioé fi, fo sono prolungamenti analitici di f ad (a’,b’)) allora

fi = foin (d',0).



Zeri di funzioni analitiche

Una funzione analitica in (a,b) e non identicamente nulla, ha, in (a,b), solo zeri
isolati.

Prova.  Supponiamo che esistano z,, € (a,b) zeridi f e tali che z,, — x¢ € (a,b).
Per continuitd, f(xg) = 0. Inoltre, per Rolle, esiste z!, tra x, e x,.1 tale che
f(xl) = 0. Per la continuitd di f’, si ha che é anche f'(xy) = 0. Iterando il ragiona-
mento, si conclude che f™(zy) =0 V¥n € N. Dal principio di identité segue allora
che f =01in (a,b).

La somma di una serie di potenze é una funzione analitica

[e.°]
Prova. Sia f(z) = Y an(r—x0)" somma di una serie di potenze avente
n=0

- : _ : 1
raggio di convergenza r, esiano 0 < r < 7 < r . Da  limsupy |ax|* :% =<
segue che

Si=

1 —
3k lajx] < R Vk >k, VjeN
Da f®(2) = §0 U i (= xo) segue
]:
_ @ UK 1
|z —zo| <1 = |f(x) szo ;! 77k
Usando ora la formula iol (j;f,k)! ¥ = # Vr € (—1,1), otteniamo
J=0 ’
k! 7 k! —
(k) -
[FP(@)] < A —r O (F = )Rl Vk =k, |z[<r

Dalla Proposizione precedente segue che f é sviluppabile in serie di Taylor (di raggio
di convergenza almeno 7 — r) attorno ad ogni punto dell’intervallo [—r, r].

Corollario

Se f é analitica in (a,b) e la sua serie di Taylor di punto iniziale z, ha raggio di
convergenza r > 0, allora

flz) = Zofn(!o)(x—xo)”, Vo € (xg —r,x0+ 1)



SERIE DI POTENZE NEL CAMPO COMPLESSO

1. Definizione z, € C converge a z (e scriveremo z, —, z) se e solo se
|zn — 2| =, 0, ovvero,se Ve>0 3dn.: |z,—z<e Vn>n.

Siccome |z, — z|* = |Rez, — Rez|* + [Imz, — Imz|?,  si ha che:
Zn —n 2 & Rez, —, Rez e Imz, —, Imz
La condizione necessaria e sufficente di Cauchy

Zn =z & Ye>0,In.: nm>n. = |z, — zn| <e€

0 N

2. Definizione > z, converge sse Sy:= > z, converge.
n=1 n=1

S zn  sidice assolutamente convergente se Y, |z, < 400.

(Cauchy) Y, z, converge << Ve>0, IN,: |N§; zn] <€ VN >N, Vp.
In particolare, Solzn| <400 = Y, z, converge ein particolare,
limsup, |z.|7 <1 = Y, |z <400 = Sz, converge. Siha cosf

3. Cauchy-Hadamard Sia a, € C, r:=limsup, ]an|*% . Allora

2z€C, |z|<r = i la,z"| < 400 |z| >r = i lan,2"| = 400

n=0 n=0

r:= raggio di convergenza, D, :={z: |z| < r}:= disco di convergenza .

—z

ESEMPIO. %O: 2" convergein |z| <1 e %O: =
n=0 n=0

4. La funzione esponenziale nel campo complesso

o ZTL
exp z = — converge Vze C
n=0 n!
5. Proposizione exp (z +w) = expz + expw Vz, w e C.

Segue da

6. Lemma (Prodotto secondo Cauchy). § |2n| + § |w,| < 400 =
n=0 n=0

Z | Z z; wi| < 400 e Z( Z Zjwg) = (Zzn) (an)
n=0 j+k=n n=0 j+k=n n=0 n=0
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Da 6. segue 5.: exp (z +w) = § (’zzilfyb = § (& = ,k, 2 wk) =
n=0 ’ n=0 ' j+k=n

o) 2J wk o)

DML EEN)SET)S

‘ ' ) = expz expw
n=0 j+k=n n=0 J: n=0 k

In particolare, (expz)? = exp (pz) Vp € N, z € C ,exp p = (exp 1)?

1
er, (exp(%))p = e. /Dunque exp(%) = 65. e quipdi exp(£) = (exp é)p = (ea)P = ea:
r —expx, = € R éprolungamento continuo di r — e",r € Q.

7. (i) exp(—z) = (expz)™' (ii) expz = exp z (iii) |exp (it)] = 1 Vte R

N _, . N

(i) expz exp(—z) = 1 (ii) exp Z :Nl_ﬂloonzom = Nl—lgrloonz::om = exXpz
(i61) |exp (it)]* = exp (it) exp (it) = exp (it) exp (—it) = 1.

00 1)nt2n [ee] 1)nt2n+1
8 R it) = t 1 t) = sint

e (exp i nz::O = cos m (exp i nZ::O @n 1 sin
Formule di Eulero
exp (+it) = cost + isint

int — exp/(it) —2.exp(—z’t)’ cost — exp(it) —i—2 exp(—it) VieR

i

Da ci6 segue in particolare che

exp(2kmi) = 1 Vke€Z, cioé t—exp(it) t€R é 2m-periodica,

exp (z +iy) = expz exp (iy) = e*(cosy+isiny) e exp(z+2mi) =expz, Vz
z=z+iy, *+y’=1y>0 = F!te0,n]: z=cost

|zl =1 = 3Jlte(—mn]: z = exp(it)

9. Funzioni circolari ed iperboliche sui complessi

cosz = ;::O(—l)”(;n)!, sinz = nz:%(—l)"w Vze C
1 X, gt
sinhz = §(expz —exp(—z)) = nz;;m Vze C
coshz := l(expz +exp(—2)) = i - Vze C
2 “— (2n)!



10. (i) exp(iz) = cosz + isinz, exp (—iz) = cosz — isinz

(i7) cosz = exp(iz) + exp (Ziz) = coshiz sinz = exp (i) — exp (—iz) = sinh(iz)

2 21 0}
Da (ii) segue: sin z,cosz sono funzioni 2m-periodiche mentre sinh z,cosh z sono
2mi-periodiche. Inoltre, sin?z + cos?z =1, cosh?z — sinh?z =1

11. Definizione di argz, logz, 2z€C

Dato z € C, argz (argomento di z) ¢ 'unico reale in (—m, ] tale che
z = |z| exp (iarg z)
Notiamo che, per periodicitd, z = |z| exp (i(argz + 2k7)) Vk € Z. Scriveremo
Argz = {arg z +2km, ke Z}

Ora,dato weC, w #0

expz = w < exp(Rez) exp(iImz) = |w| exp(i arg w) <
exp Rez = |w| e Imz — argw € 2nZ cioé

exp z = w < z €{loglw|+ i Argw}
Porremo Logw = {log|w|+ i Argw} VYweC, w#0

La funzione logw := log|w|+ i arg w si chiama valore principale del logaritmo.

Esempi. Logx = logx + 2kmi, Yo >0, Logx = log|x| + (2k+1)mi, Va < 0.
log (—1) =mi, logi = Zi, Log(1—1i) = logv2 + (2k — 1)mi.

12. Potenze in C Sew,z € C,w #0

w® = exp (z Logw) = exp {z [log|w| + i(argw + 2km)|} kel
Esempi. Sia z =n € N; w" = exp {n [log|w| + i(argw + 2km)]} =
exp {n log |w|} exp{ni(argw + 2km)} = |w|" [exp { i(argw + 2km)}]" =wx ... X
w (n volte).
Sez:%,nEN, a%:{|a]%expiw,kzo,...,n—l} (le n
radici complesse di a). Se z ¢ Q, a? é un insieme infinito. In
particolare, e* = expz seesolose z € Z.



APPENDICE
A1l. Funzioni complesse di variabile complessa.

Sia O C C aperto, ovvero  Vzy € O, 3D,(29) = {2 € C: |z—2z| <r} CO
e quindi, 20 € 0,2z, = 20 = 2z, € O definitivamente.
Sia f: O — C.

f écontinuain zp€ O < Ve>030>0: |z—2|<d=|f(2)— f(z)] <€
[ éderivabile in zp € O  con derivata  f'(z0) &
Ve>030>0: |z—2|<d = \W—f’(zo)\ge
Anche qui, come nel caso reale:  f é derivabile in 2y = f é continua in 2.

o0
Esercizio Sia  f(z) := Y a,2" somma di una serie di potenze avente raggio
=0

di convergenza  r > 0. Allora f € C>(D,).
Proviamo che

dk > k)!
M{(Z) = Z (n—kij')a/n_i_kzn VZ - DT
n=0 :

Basta provare la formula per k =1. Sia 2z € D,(29) C Dje. E

f(2) = flz0) & n—1 s =z ~1
JAN7 ST NTE < . n
L) 5 o) < 3 lonl 522 — nag
Ora, |2F—2E| = |(z—20) (2" 202" 2. . 42522428 < |z—20|k(r+e)F ! =
2" = ’Zg n—1 n—1 n—1 n—2 n—2 n—2
’z % | = |2" =20 4 20(E"" =)+ (2= 20)| <
- 2
Gl P R o At g IS S S 7 Ll PR

< lz=al (=D +" + (=2l + 0" + .+ 2" <

n(n—1)

< 5 |z — zo| (r+e)”_2

> 2" =z _ & nin—1 _
= Yol g < el el " 0
n=2 <20 n=2

perché p<r= Y |a, @ P < +oo.
n=2



N N

A2: Prova di 6. Siano SN = DL Zn, oN = > wy,
n=0 n=0

N

pv = (> zjwg) = zowot(zowi+21wo)+. . A (Zown+21WN_1+. . A 2N 1w+ 2Nw))
n=0 j+k=n

= zo(wotwi+. . .+wy)+21 (wo+. . .+wy_1)+. .. +2ywp. Dunque

|svon — pn| =
|20 (wo+. . .+wn)+2z1 (wo+. . .+wy)+. . .+zyn_1(wot. . . Awn)+zy (Wot. . . Fwyn)—
(20 (wo+ w1+ ... +wn)+ 21 (Wo+ ... +wy_1)+ ...+ 2y_1(wo +w1) + 2y wo]| =

|21 wy + 2z2(wn-1 +wn) + .+ avo(we o wn) ey (W F . )] <

n J
<0 D wn—j]
j=1 =1

N | j
+ Y |ml D wn—al| <
=1

j=n+1 L

n 00 00 ] N
< [Z \zjll [ Sl + | X mr] > o wi= (3
j=1 k=N—n+1 j>n+ k=1 |
Da
Wy, N—4oo Y, Zj N—+oco Zj o0, W o0
> lwkl— 0, > lzl— 0 D lzl < oo, Y |kl <
k=N—[§]+1 i[5+ J k=1
segue  |sy oy — pN| PNo10e 0 e quindi lig[npN = lij{fnsN oN.
ESERCIZIO. e = 3 & = lim (1+1) 0
n—o n—-+oo n
(1+5)" = g Hoesmiar < o berché s = ("Zﬁi%kfi” <1
=0 k=0
L 1, &1
e quindi limsup(l+ —)" <> o
n n—o T

perché — (Z!_k)! 1-Ha-2) ... .0-5) -, 1 Quindi



A3: Funzioni circolari e loro proprieta

c(t) := Re(exp it) = i% s(t) == Im(exp it) = i% teR

(i) ¢ ed s sono funzioni analitiche in tutto R e c(t) + s%(t) = |exp it]* = 1

(ii) Derivando, come é lecito, termine a termine le due serie, si trova
St)=c(t), dt)=—-s(t), §"=-s " =— sHV=s5 W=c¢

D*"s = (=1)"s, D*"'s=(-1)"¢, D*c=(-1)"c, D"c=(-1)""s
(iii) esiste o > 0 tale che ¢(ty) =0, s(tg) =1 e c(t) >0 Vte[0,t).

E ¢(0) = 1. Proviamo che ¢(t) si annulla in (0,+00). Sia ¢ > 0 in [0,7] e quindi
"= —c<0in [0,] e quindi, essendo /(0) = —s(0) =0, ¢ < 0in [0,¢]. Fissato
t € (0,%), dalla formula di Taylor con resto Lagrange, troviamo
- (T T c(t)
O0<c(t)<el)+d@t)(t—t) equindi t<t-— =)

(iv) 8(t) :=s(t+to) = c(t) Vtequindi c(t) =c(t+4ty), s(t) = s(t+4ty) V.
Infatti (D*3)(0) = (D*"3)(to) = (—1)"s(ty) = (—=1)" = (D*"¢)(0)

<D2n+1§)(0) _ (D2n+1§)(t0) = (—1)”6(%) =0= (D2n+10)(0>

Essendo analitiche, § = ¢. Allora é anche, derivando, ¢(t +ty) = —s(t) Vt. Ma
allora  s(t+2tg) = s(t +to+to) = c(t +t9) = —s(t) e quindi

S(t + 4t0) = S(t + 2t0 + 2t0) = —S(t —+ 2t0) = S(t)
c(t + 4to) = s(t +to + 4tg) = s(t + to) = c(t)

0}

Formula di duplicazione. c(a+b)+is(a+b) = exp(i(a+b)) = exp(ia) exp(ib)
= [ela) +is(a)] [c(b) +is(b)] = ca)c(b) — s(a)s(b) + i[s(a)c(b) + c(a)s(b)] =

c(a+0b) = c(a)e(b) — s(a)s(b), s(a+b) = s(a)c(b) + c(a)s(b)

Definizione. = 2tg = 2main{t > 0: ¢(t)

Formula di bisezione. ($2(5) + @y = s(hyet) - W=0 w =
S+ U =20 +D=1
t 1 —c(t)
2
—) = vt
w5 2



Usando le formule di duplicazione si ottengono facilmente le

(i) Formule di prostaferesi. s(a) + s(b) = 2s5(%2) ¢(52)
a+b,  ,a—0 a+b. a—2b
cla) +e(t) = 2T (U0, ela) —elt) = —25(UE) (4
(i) Formule di Werner. 2s(a)c(b) = s(a+b) + s(a — b)

2¢(a)c(b) = c(a+b) + c(a — b) 2s(a)s(b) = c(a —b) — c(a +b)



