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DERIVAZIONE DI FUNZIONI COMPOSTE

1. Derivazione lungo un cammino differenziabile.

Siano 7 : (a,b) = R", f:R"— R diclasse C'. Allora

d n 9 dy; ,
/00) = X 5000 G0 =< T60).50) >
Infatti, dalla differenziabilita di v segue che
h
W) =7 A0 =i+ o) = D s

Ed allora, usando la differenziabilita di f, troviamo che

fOt+7) =@ _ fO@) + () = f(@) _ <VF(v(#), h(1) > + o ([[Al])
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ESEMPIO  Sia f € C'(R?) esiay € C*((0,1),R?).
f(y(t) =1vVte (0,1) = <Vf(y()),¥t)>=0 vte(0,1)

Tale proprietd si descrive dicendo che se y é contenuta su di una superfice di llivello
di f allora in ogni & = ~y(¢) si ha che: ¥4 é ortogonale a V f(x).

2. Corollario. Se g = (g1(z1,.-.,2n),- -, gp(21,...,2,)) é funzione di classe
C' in Q aperto di R™, ed e; é base canonica in R", allora

v it — g(z +te;) ¢é cammino differenziabile e A7(0) = 29 (g), l=1,....p

T Oz;
Scriveremo 8‘% = (g%;, o g%’;). Per quanto sopra, se f = f(y1,...,y,) € C'(RP,R),
allora
I(fog) = of g dg

Sl = Gt + e = 3 50w S w) = < Vo). 32 ) >

=1



3. Teorema.

Sia g € C1(Q,RP), Q aperto in R".  Sia ¢(Q) C O, O aperto in R? aperto ed
feCYO,R™). Allora foge CYQ,R™)

Jpog(x) = Jp(g(x)) Jy(x) Vo e

Infatti, come osservato in 2., I'’elemento di posto 7, j della matrice Jyo4(x), dato da
9iea) ¢ yguale a < V f(g(x )) 24 (1) > che é appunto 'elemento di posto i, della

Ox; ? Oz
matrice prodotto J¢(g(z)) Jy(x), giacché la i—esima riga di J¢(g(z)) é Vfi(g(x))

mentre la j-esima colonna di J,(z) é 2% (x).
J

REGOLA DELLA CATENA

Vogliamo adesso dare una formulazione ( e dimostrazione) intrinseca (cioé indipen-
dente dalla scelta di una base) della formula di derivazione delle funzione composte,
che, appunto in tale formulazione, prende il nome di 'regola della catena’. In tale
riformulazione assumeremo, piu in generale, che le funzioni f, g siano differenziabili
piuttosto che di classe C*.

Sia g : @ — RP, Q aperto in R".  Sia ¢g(Q) C O, O aperto in RP ed [ :
O — R™. Se g é differenziabile in = ed f é differenziabile in g(z) allora g o f é
differenziabile in = e

d(fog)@) = df(g(@) odg(e) e quindi  Jroylw) = Jy(g(x)) J(a)
Prova.  Siccome f é differenziabile in g(z) e g lo é in z, si ha che
J(9(e)+ k) = [(g(a) + df gk + w(k),  gle+h) = g(x) + dg(x)h + o(||A])
ove [w(k)| <ellkll se [k] <. Dunque, posto k(h) = g(z + h) — g(x), ¢
F (9 + 1)) = f(glx) + k(h)) = f (9(x) + dg(x)h + o[ 1)) =

fg(x)) + df (g(2))ldg()h + o([|h])] + w(k(R))
flg(z +h)) = flg(x)) + df(g(x)) o dg(x)h + of[|h]]) + w(k(h))

)
Ma  [E(B)]| = |ldg()h + oI} < & se [[B] < &, e quindi, per tali b,
lw (kM) < ellk(R)[| = elldg(x)h + o (||| < Cel|h]l. Da qui la tes.

L’affermazione sulle matrici Jacobiane segue dal fatto che la matrice rappresentativa
del prodotto di matrici € il prodotto delle matrici rappresentative.



COMPLEMENTI
1. Matrice rappresentativa del prodotto di composizione.

Se indichiamo con Ay, Ay e Ayor,  le matrici rappresentative di L € L(R™, R™),
diU e LR™R?) e di Uo L € L(R", R?), allora

Avor, = Au Ag (prodotto di matrici)

Siano ej,j=1,...,n, 6,1 =1,...,m, €,l=1,...,p basi in R", R™, R”. Siano
Lej = ?;1([16]')1' éi, Uél = Elpzl(Uéz)l él. Allora
Av = ( (Uéi)l)izl,...,m,lzl ..... p AL = ( (L€j>i)j:1 ..... n,i=1,..,m

Aver = ((Uo L)ej)i)j=1,..ni1=1,..p
Ma  (UolL)e; = U(XLi(Lej)i é:) =

il(Le]), Uéz == il Le] i li Uez ] = li [i([ﬂ%)z (Ué»[| él
e quindi
(UoL)ej) = ;(Lej)i (Uéi)

ovvero ((U o L)e;); é I'elemento di posto {j della matrice prodotto Ay Ay.
2. Il gradiente in coordinate polari.
Data f € C'(R? R), scriviamo f in coordinate polari: g(p,0) := f(pcosf, psinf).

Allora,
gp = fu(pcosB, psind)cosd + f,(pcosb, psinf)sinb

go = — fz(pcos, psinf)psin@ + f,(pcosb, psind)p cos b

1

fuz(pcosB, psind) = g,cos60 — —ggsiné
p
. ) 1

fy(pcost, psinf) = g,sin + —gy cos
p

. 1
[V f*(pcos, psind) = g3(p,0) + ;93(/), 0)



