AM210 2012-2013: VI Settimana
Il TEOREMA DEL VALOR MEDIO
Sia f € CY(O,R), O aperto convesso in R". Allora
[f(u) = f)] < [Ju—o| S IV f(v+t(u—v))|

Ly

y flv+tlu—w))] dt| =

@F

1
Infatti £ (u) — = | /
0

1
[ < Vit tu— ) u—v> d] < ol sup [VF+ )
0 te€[0,1]

Corollario 1 Sia f € C'(O), O aperto connesso. Allora
Vfiu = 0VueO = f=cost. in O

Prova. 1l teorema del valor medio implica che f é costante sui dischi contenuti in
O:
r € Br(rg) CO = |[[f(z) = flzo)l < sup [[Vf(2)] =

[z —zoll<r

In particolare, se 2o € O, {z € O : f(x) = f(x¢)} é aperto. Ma, per la continuité
di f, é aperto anche {x € O : f(z) # f(xo)}. Siccome O é connesso, e

O={zxe€0: f(zx) = fzo)} U{z € O: f(x) # f(x0)} (unione disgiunta)
concludiamo che uno dei due aperti, ovviamente {z € O : f(z) # f(x¢)}, é vuoto .
Corollario 2. Sia f € C1(O,R™) . Allora f é localmente Lipschitziana in O:

V Br(wo) CO,3L = L(r,xo) : [If(2) = f)ll < Lz =yl ¥,y € By(o)
Prova. Intanto, dal Teorema del valor medio

[file) = iyl < sup VAR lz =yl VY ,y € Bi(o)

z€By(z0)

Quindi, presi z,y in B,(zg), risulta

f’L
5 )

I£() = S = 3 o) = Fw)F < ux—ywii[sup

i=1j=1 2€Br(w0)

|



Lipschitzianita sui compatti
Se f € C'(O,R™) allora f é Lipschitziana sui compatti di O :

VK C O compatto 3L = L(K) : If(x) = fWI<L|lzr—y| VvV z,yeK

Prova. Siccome wz,y € K, |z -yl >r = W < %SUP‘|f(Z)||7
zeK

basta provare che
Ir>0, L>0: 2 2"eK, |o=2"|<r = |f@)=f@@")] <L|z—2"|
Dalla compattezza di K segue che

J— p
dr;€e K, r;>0,j=1,...,p taliche B, (r;)CO e KC U Br(x).

Per quanto sopra,
3L;>0: o,2" € KNB,,(x;) = |f(2)—f@")] < Ljlla" — 2"
Sia0 <r <r;Vj, L :=marL;. Sez' 2" € K, ||2'—2"|| < § e, diciamo, 2’ € B, (x;)
2
si ha quindi che

T T
J
-+ =

"

<rj = |f@) = fE"] < L2’ =27

DERIVATE SUCCESSIVE

Sia  feCYO,R), O CR" aperto. Se esistono a%iij allora

of 0 of

fxixj - 8&:18:6] . 8371 87563-’

,j=1,....n sono le derivate seconde

Hy(x) = (fxﬂ)i’j_l . é la matrice Hessiana e f € C*(0) sse fy,., € C(O), Vi, j..

LEMMA DI SCHWARTZ

0*f 0*f

Vi,i=1,...,n, Yz€O



Campi conservativi: una condizione necessaria. Una F' € C(R",R") si
chiama anche ’campo vettoriale’ in R™. Tale 'campo’ si dice conservativo se

if e C'(R",R): F=Vf

Tale f, se esiste, é anche unica (a meno di una costante additiva), e si chiama
"potenziale’ del campo F. L’unicitd sussiste anche nel caso F' € C'(O,R"), O aperto
connesso di R™.

Se n = 1, ogni F' ammette potenziale (ovvero una primitiva). Dal Lemma di
Schwartz segue che cié non é pii vero, in generale, se n > 2:
oF;, OF; .
FeC'R"R"), F(z)=Vf L= Vi,j=1,...,n
8xj 81’1
Osservazione e un controesempio. Supponiamo n = 2. Per definizione
82f ._@ﬂ 8%’_@% . .
2roy = droy €  Byor — oyou esistono se e solo se esistono i limiti

B (@.y) = m G5+ hoy) — (e y)] =

— lim lhm f($+h,y+k)—f(x—i-h,y)—f(a:,y—i—k)-kf(x,y)]
h—0 | k—0 hk;

888 (0) =l HE oy + 1) — $0.)] =

o St hy+ k) = flry+k) = fle+ky) + flz,y)
= lim [lim
k—0 | h—0 hk
Inoltre, 8%%(3:, y) = a%%(x, y) se e solo se i due limiti sono uguali.
Ci6 suggerisce che, in generale, risulti %%(I,g) = %%(z,y), ma che possa

2 2

anche accadere che 63 gm e Bxa‘ ng esistano entrambe ma siano diverse perché due
[ J J i

successivi passaggi al limite non si possono in generale scambiare. Ad esempio,

72— y2
fwy) = Ve #00  f00=0 =
2 2 2,2
lim [lim xQ i |=liml1=1, lim [lim - | =1lim(-1) = -1
z—0"y—0 1< 4 y2 z—0 y—0"z—0 12 —+ y2 y—0

Notiamo che f non ha limite per (x,y) tendente a zero. Questo esempio suggerisce
anche un esempio in cui I'invertibilita nell’ordine di derivazione non vale. Sia

2 2

2?2 —y @_x4y+4x2y3—y5 5

g  a° —ylw —daPy?

= , quindi,
g(z,y) T gy, & ind

Ox (@2 +y2)? 7y (22 +y?)?
Si vede subito che g, g,, g, hanno limite zero in (0, 0), e quindi g ha un prolungamento
C* su tutto R?. Poi, in (0,0), troviamo g,, = g,, =0 e

3



[52)(0,0) = lim 12(0,4) = 1 mentre  [£52(0,0) = lim 1 5¢(2,0) =

Coerentemente, g non é di classe C2. Infatti,

2 6 4,2 _0.2,4_,6 , . . ,
ai L=z +9x(:32+;2””)3y Y- non ¢ continua in (0,0), perché
0?g D?g

(2,00 = =1 Vo £0, —2(0) =1 Wy£0

ox Jy Ox Jy

FORMULA DI TAYLOR (al secondo ordine)
Sia f € C*(D,(u)). Allora:

flu+h) = flu)+ <Vf(u), h> —|—; < Hi(u) h, h > + o ([|h]]?)

Prova. Sia u = (z1,...,2,), h=(hi,...,h,). Posto ¢(t):= f(u+th), é

p0) = f), () = futh), ) = 3 L,
‘Zf(t) - jz:jt ax];(quth)h] —

Ma (1) = ¢(0) + ¢'(0) + [(1 —1)¢"(t)dt e quindi

flu+h) = f(u) +<Vf(u), h> +;<Hf(u)h,h> +

+ [(=) < [Hyw+th) = Hp@]hh> di

Stima del resto: Ve >0 36 > 0: [t| <6 = |for; (u+th) — fo,(u)] < e=

n

| [Friay (ot th) = frw, ()] by | < n’e||h|?

ij=1



MASSIMI E MINIMI IN PIU VARIABILI

u € R™ é¢ minimo locale libero per f < 36> 0: f(u) < f(v) Yv € Ds(u)
Condizioni necessarie. Se wu € R" ¢ minimo locale libero per f, allora
i) feCYD.(u)) = Vf(u) = 0 (ué critico o stazionario per f)
(ii) feC*D.(u)) = <Hiuh h>>0 VheR"
Prova. (i) heR", |t|<dn = f(u) < flut+th) =

0 =4 flu+th),_, =<Vflu),h> = Vfu) =0.

(ii) Dalla formula di Taylor: Viw) =0, 0< flu+h)—flu) =

VA + P < Hy(o) T i > + o (0] = < Hylw) i o

Una condizioni sufficente. Sia f € C?(D,(u)), e Vf(u)=0:

< H¢(u)h,h > >0 VheR" h#0, = w« ¢éminimo locale

Prova. h —< Hy(u)h,h > continua, < Hy(u)h,h >> 0 VheR" h#0, =
dm:= mithH:l < Hf(u) h,h > > 0

Quindi, < Hy(u) h,h > > m|h||*> Vh € R".  Allora, usando Taylor e
Vf(u) =0 vediamo che 0<|h] << 1 =

2 h o h 2
fluth)=flu) = [Al" [< Hf(u)ma T o (D] = [[nlI* [m + o(1)] >0
Massimi locali liberi Se invece 30 > 0: f(u) > f(v) Yv € Ds(u), wu si dice
massimo locale libero per f. Anche in tal caso, se f € C'(D,(u)) , necessariamente
Vf(u) =0, mentre, se f € C*D,(u)), allora < Hf(u)h, h>< 0 VheR"

Analogamente, la condizione sufficente perché u sia massimo locale libero per
f € C*(D,.(u)) é che

Vfu)=0 e < Hs(u)h,h><0 VheR", h#0



Forme quadratiche

La natura di un punto stazionario v = (z1,...,x,) di f dipende dalle proprietd
di segno della forma quadratica associata alla matrice Hessiana
< Hf(u)h, h> = zn: Of (u) hy h; = h=(h hy)
f ) P 8361820] i 1bj 1y 1ln

Ora, Hy(u) simmetrica = Hp(u) ha autovalorireali, diciamo Ay < ... <
An- Le proprieta di segno della forma quadratica associata sono legate al segno
degli autovalori. Diamo qui una dimostrazione analitica di questo fatto.

Sia A=(a;;)ij=1, n=A" matrice nxn simmetrica. La forma quadratica associata

<Ah h>= Y ajhih;, h=(hy,... ,h,)€R" si dice
2,7=1

definita positiva (negativa) se <A h, h>> 0(<0), Vh+#(0,0)
semidefinita positiva (negativa) se <A h, h>> 0(<0), VheR"

Proposizione Sia A = (a;;) matrice simmetrica nxn, M\ <...<)\,
i suoi autovalori.  Allora
A= inf <Ahh> Ap = sup <Ah,h>
llhll=1 |all=1

Prova. Sia h di norma 1 tale che m =< Ah,h >= ”}ilﬂlfl < Ah,h >.

Sia f(h) = % =< A”hT”, ﬁ > h#0equindi f(h) = rﬁ(r)lf(h) e quindi

d . — d [< Ah,h > +t(< Ah,h > + < Ah,h >) +t2 < Ah, h >
0 - 7f(h+th)‘t:0 - — — =
dt dt 142t < b, h > +£2||h]|2

lt=0
< Ah,h >+ < Ah,h > =2 < Ah,h >< h,h >= 2[< Ah,h > — < Ah,h >< h, h >]
Vh € R"perché A = A'. Dunque

Ah =< Ah,h > h =mh
cioé m é un autovalore di A, ed é necessariamente il pit piccolo, giacché
Ah=MAh, ||h]|=1 = X =< Ah,h>>m

Corollario
(ii) A ¢ definita positiva (negativa ) < A >0 (A, <0)

(iii) A ¢ semidefinita positiva (negativa ) < A =0 (A, =0)



INTEGRALI DIPENDENTI DA PARAMETRO

Sia A un insieme, I un intervallo e f : A x I — R una famiglia di funzioni reali di
variabile reale dipendente da un 'parametro’ A € A. Ad esempio, se A = N, si tratta
di una successione di funzioni in I; se f(\, z) = 2% — 2\z + log A, si tratta di una
famiglia di polinomi, dipendenti dal parametro (reale positivo) A (qui, I = R™).
Se, per ogni fissato A, la funzione x — f(\,z) é continua in I = [a,b] e quindi
integrabile in [a, b], resta definita la funzione nella variabile A, data da

b
)\—>/f()\,t)dt

Parleremo anche di integrale dipendente da parametro (il parametro \).
Naturalmente si potra considerare anche il caso in cui [ sia un intervallo aperto e/o
illimitato, ed in tal caso richiederemo alla funzione x — f(\, ) di essere integrabile
in senso improprio (o generalizzato) in /. Ad esempio, la funzione

+oo .
Ao [ e—”‘“tntdt
0
¢ definita per ogni valore del parametro A in [0, +00). Qui I = [0, +00).

Se A C R", potremo chiederci quale 'regolaritd’ ( continuitd, derivabilitd..) abbia
tale funzione, ovvero con quale regolaritd I'integrale dipenda dal parametro .

DIPENDENZA CONTINUA

Sia B,(xzg) C R". Sia f € C(B,(x¢) X [a,b],R). Allora

b
r — /f(x,t) dt  é continua in B, ()

b b
ovvero xp —x = [ f(zg,t)dt =5 [ f(z,t)dt

Segue dalla uniforme continuitd di f in B,(xo) x [a, b]. Infatti,

Ve >0, 35, > 0 tale che: o' —2"|| < b, te€la,b =
b b
f(2, ) — fa", 1) <e = /f(ac’,t) dt—/f(a;”,t) dt| < e(b — a).




DERIVAZIONE SOTTO SEGNO DI INTEGRALE
Sia B,(x9) C R". Sia f € C(B,(xg) x [a,b],R). Supponiamo inoltre che

per ogni t € [a, b] esiste 5% in B,(z) e % € C(B.(zo) X [a,b]). Allora

o | o | Y
a%-a/f(x,t) dt  esiste in  B,(zo) e ax]a/f(x,t) dt = a/a%(x,t) dt

Qui useremo la uniforme continuita d1 in B,(70) X [a, b]:

b

ls| <6, = ‘ [/f x + sej, t dt—/ :L‘tdt] /8 (x,t)dt
g/ {/ (g; ($+06J,t)—§§(x,t)> do

dt| < e(b— a).

a

Una applicazione: Invertibilitd nell’ordine di integrazione (Fubini) e quin-
di nell’ordine di derivazione (Schwartz)

(FUBINI). Sia f € C([a,b] x [c,d]). Allora

b/ d d /b
/(/f(:r,y)dy) da =/ (/f(x,y)dx) dy
d b
(la,0] 32 — ff(:c y)dy, [c,d] 5y — [ f(z,y)dx sono continue e quindi integrabili!)
y
Prova . Dal TFC: £ oS (s,t)dt = f(s,y); quindi, derivando sotto segno di integrale,
5 by < 5 (U b
oy | ({f(s,t)dt) ds a[a—y ({f(s,t)dt) ds:{f(s,y)ds

b
D’altra parte, dalla continuitda di ¢t — [ f(s,t)ds segue, grazie al TFC, che

aaf (fb f(s,t)ds) dt = ff(s,y)ds. Dunque,

a

<

<

a a

di [{y <fbf(s,t)ds> dt — fb <ff(s, t)dt) ds] =0 equindi(presiy =c,y=d): 0=

[

/(a/bf(s,t)ds) dt—j(c/cf(s,t)dt) ds:/d(/bf(stds) /(/f stdt)

Cc C a
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(SCHWARTZ). Sia f € C*((xg — 6,20 + 0) X (yo — ,90 + 9)). Una ripetuta
applicazione del Teorema Fondamentale del Calcolo dice che

/ (v/[éfyg;](s,t)dt) ds = / (IO Z[gi](sat)dt) ds =

Zo 0 zo

=/ Bﬁj@,y) - gii(s,yo)] ds = f(w,y) = F(30,y) = (@, y0) + f(x0,0)

o 9 of 99 f(f00f B
e quindi %a—y(x,y) = &Uay/ (/[(‘?y&z](s’t)dt> ds =

o 0

00 ((f00f _ 09t
_5’x8y/ (,/[ay(?x](s’t)dt) ds = a*y@(xay)

Yo 0

Integrali impropri dipendenti da parametro. Qui ha un ruolo fondamentale
la ’equidominatezza’. Una f € C(B,(x) x (a,b)), —00 < a < b < +00 si dice
equidominata in (a,b) (dominata, in (a,b), uniformemente rispetto a x € K), se

3 geC((a,b): |f(z,t)] < g(t) YVee K, te(ab) e g(t)dt < 400

Qe

b
Sia f € C(B.(zg) % (a,b)) ed equidominata. Allora x — [ f(x,t)dt é continua :

- b b
T; € BT(Q?()), Tj—>; T = hm]{f(xj,t) dt = {limj f(xjvt) dt

Se di piu esiste % € C(B,(zg) X [a,b],R) ed é equidominata, allora

o | o U b of
(%a/f(x’t) dt  esistein B, (zo) e a9[;]'41/]0(55,0 dt = /a—(;p,t) dt

.
a J

NOTA. L’equidominatezza € essenziale.  Sia ad esempio

. 2t
P =" eR1£0 seR f(a0)=2
400 . “+o0o .
f é continua, ma non equidominata: 7{0 ]M\dt = 400. Posto I(z) := 7{0 Sln(th) dt,

I non ¢é continua in x = 0, perché I(0) = 0, mentre, posto 7 = ¢, troviamo

. . +Oc>sim(962t) ) , sin T
lim /(z) = lim / x*dt = lim / dr =7
z—0 z—0 xr2t z—0 T

—00 —00




b b
Prova. Notiamo innanzi tutto che [ |f(z,t)|dt < [g(t)dt < +o0 Vz € B.(x0),
a a
cioé, per ogni « € B,.(zy), la funzione ¢ — f(z,t) ¢é (assolutamente) integrabile

b
(in senso generalizzato) in (a, b). Fissiamo ora e > 0. Da [ g(t)dt < +oo  segue:

€

e b
Jda<a.<b<b, d>0: /g(t)dt+/g(t)dt§§
a be

be
Inoltre, gid sappiamo che [ |f(z;,t) — f(z,t)| dt —; 0 e quindi

b e b
nmsup/\f(xj,t) ~fa )| dt < 2/g(t)dt+2/g(t)dt <e  Ve>0
J
a a be
Analogamente, se %fj € C(B,(z9) x [a,b]), dalla  equidominatezza di f e %fj

! rff(x +sej,t) dt — [ f(,1) dt] - ae%fj(x,t) dt

b b b
L [j‘ f(x+sej,t)dt — [ fx,t) dt] — [ 2L (2, t) dt
be be be 7

segue che +

<e€ se |s|] < o,

be be bE
s |1 of —
mentre }91_{15 5 Lf f(x+ sej,t)dt _a{ f(z,t) dt] -J @(w,t) dt‘ = 0.
ESEMPIO.  Derivando sotto segno di integrale e poi integrando due volte per
parti, troviamo L [ SLe~trgp — — [ gintedt = x [ costedt — 1 =
0 0 0
+00 “+o0o +oo |
2? [ sinte dt—1equindi (142?) [ sinte *dt =1, ovvero, L [ Sle~tegs—
0 0 0
— 1 Da qui +foom e trdt — +foowe_t5dt = arctan{ — arctan x
1+a2” q o ¢ o ¢ - :

NOTA 1. Se sup|f(x,t) — f(t)] = a0 0 VK C I compatto ed f(x,t) é
tek

b b
equidominata in {||z|| > R} x I, allora [ f(z,t)dt == [ f()dL.

+oo
Ad esempio, i S‘tﬂe_mdt — 100 0. Ci6 implica, per quanto sopra
0
+oosint s
lim [ —e ®dt = =
€0 t 2
ESERCIZIO

+oo +oo
t t
(integrale di Dirichlet) MY i / STty = T
t §—0 , t 2
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Esercizi e complementi

1. 11 laplaciano in coordinate polari. Sia f € C%*(Q2), Q C R" aperto.
Laplaciano dif : Af =

Sia n = 2 e scriviamo f in coordinate polari: g(p,0) := f(pcos@, psinf). Provare
che

(Af)(pcost, psinb) = g,, + plzgee + “(z)
Si ha
gp = fu(pcosb, psind)cosd + f,(pcosb, psinf)sinf
Gpp = fox 08> 0 + 2f,, sin 6 cos + f,, sin* 60
go = — fz(pcosb, psinb)psinf + f,(pcosb, psind)pcos b

1
Goo = p° | fonsin® 0 — 2f,, sinfcos O + f,, cos® @ — =(f,cosd + f,sind)
P
Quindi, essendo f, cosf + f,sinf = g,, troviamo

1 g .
oo+ 3000+ % = (fua t f1) (peost, psind)

2. Calcolare AU, ove U(z,y) = log(2? + y?), x*+y*> 0.

3. SiaN >3 SiaU(x) = Hz||}\’_2’ z€RY, |z|| >0. Calcolare AU.
4. Sia f € C*(R",R). Provare che
Je>0: < Hy(x)h,h > >c||h|> VheR" = VyecR"IzcR": Vf(z)=y
Prova. Fissati z,y, poniamo ¢(t) :=< V f(tx + (1 — t)y),x —y >. E
P'(t) =< Hy(te+ (1—t)y) (zr—y)z —y > cllo—yl*
<Vf(@) = V), —y>=p(1) —p(0) =¢'(7) = cllz -yl

Ci6 implica in particolare 'unicita:  V f(z) = Vf(y) = || —y|| = 0. Inoltre

flo) = £0) + | &)t = £0) + gl < Vitz) — VFO) + VFO), x> dt >

11



FO)+ < VF(0), 2 > +5 ]

e quindi per ogni fissato y la funzione x — f(x)— < z,y > é coerciva e continua
e quindi ha un minimo globale. Dunque l'equazione V(f(x)— < z,y >) = 0 ha
soluzione, e cioé I'equazione V f(x) = y ha soluzione.

5. Massimi e minimi

5.1 Sia fla,y) = (@ +47)° — 2(2® — ¢?) . B
fo = dx(a® + y?) — 4a, fy=4y@*+y*) + 4y
fow = 4(2% + 4?) + 822 — 4, fry = Sy, foy = 4% +y*) +8y* +4

Punti stazionari: (0,0), (£1,0)); det H(£1,0) > 0, det H(0,0) < O0;
(£1,0) sono minimi globali: ||u|| — +o00 = f(u) — 400 ; (0,0) é una sella.

5.2 Sia g(z,y) =23+ y* — 3zy.
Notiamo che
Vg=0 < 2=y, ==z

e quindi (0,0),(1,1) sono gli unici punti critici di g. Poi

Gz = 67, gyy = 6Y, gy = —3 e quindi
- H,(0,0) ha autovalori £3 e quindi (0, 0) é di sella

- H,(1,1) ha autovalori positivi e quindi (1, 1) é di minimo locale (e non assoluto,
perché 11:Il12f = —0)

6. Provare che: f € Lip;.(Q2), K C Q compatto = f é Lipschitz su K.
Supponiamo il contrario:

esiste K ed esistono x;,y; € K tali che (CHE(C]

[l =yl
Siccome f ¢é limitata in K, dovra risultare ||z; — y;|| =, 0. Passando a sottosucces-

sioni, possiamo supporre che

_>j 0.

1/ (25) = ()l

|25 — vl

dre K: Tj—; T, Y; =T, —; 00

contraddicendo la Lipschitzianitd in B,.(Z) per qualche r > 0.

12



7. L’equidominatezza é essenziale nel Teorema di dipendenza continua
Sia, ad esempio,

t
z,t)=————  tazeR
Tale f ¢ continua in R?, ma non é equidominata (in R) rispetto a x € [—§, d] perché
+o0 o0
f %dt = 400 ( teorema del confronto). In particolare, non esiste [ ﬁdt.
—00 —o0

+oo +00o
Tuttavia, perz #0, [ 1+|t||t2|+x2 dt < oo, e quindi la funzione g(z) := [ Wdt

+00
é definita per x # 0 e, per disparitd, vale zero. Dunque g(z) = [ f(z,t)dt, x#0

“+oo
ha un prolungamento continuo in x = 0, che non é [ f(0,t)dt (che neppure esiste!).

Notiamo che la continuita di f assicura che

f(x,t) =20 f(0,t) = g5Vt € R uniformemente sui compatti

E in effetti la convergenza é uniforme su tutto R perché |f(z,t)| < |f(0,t)] e
f(0,t) =400 0. Il carattere uniforme della convergenza si vede anche direttamente

22
stimando  max, |f(x,t) — f(0,t)] < max, miigw)‘:

2

tHt* —1) 22 1 x?
max ————— = max t(l —t*) = :
>1 |t H2 t€0,1] (1+22) L1+a?

—2—0 0

+00
Notiamo infine che h(z) := [ f(z,t)dt é, come g, definita per x # 0, ma, diversa-
0
mente da g, ha un limite per x tendente a zero, e infatti
+oo +oo

1'/ L dt=too= [ 1 !
;E%O 1 [t OO_O 20 1+ [(
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