AMZ210: Tracce delle lezioni- VII Settimana
Calcolo dell’integrale di Dirichlet

+oo
sint s . © T
/ — dt = B (integrale di Dirichlet)
0
Abbiamo gid visto che, essendo  f(x,t) := S‘Tnt e @  f,=—e ®sint continue

ed equidominate da  g(t) := e in [z,+00) X (0,00) per ogni z > 0, si ha

—+00 “+o00
d sint rd smt
T — e dt = i Tt = — / e ™sintdt
z x /
Poi, integrando (due volte) per parti si ottiene
+00 +o0
d sint 1 sint s
— / ——e"dt = ———— e quindi / —— e "™ dt.= — —arctanz
dx t 1+ 22 t 2
+oo
perché IETOO Of S“t” e~ dt = 0. Basta quindi provare che
+o0 " +o0 "
sin sin
lim [ ——e ¥dt = lim — e dt
z—0 t z—0 ¢

+oo .
cioé che  h(x) := [ e '*dt é continua in z = 0. Il Teorema sulla dipendenza
0

continua non si applica tuttavia in questo caso, perché manca l’equidominatezza fino
o) .
a zero:  dg >0 tale che Ofg <oo e |Te| <g(t) Vz>0 =

dt < [;F gdt < co, mentre si sa che  [;™

400 smt

0 1
Se G(t) := [ #2dr, esiste finito G(c0) := tli+m G(t). Quindi |G(t) — G(oo| < € se
0 —+00

t > t. e G é limitata: IM tale che |G(t)| < M V¥Vt > 0. Integrando per parti ed
effettuando quindi il cambio di variabile s := tx otteniamo

sint

dt = +0o0.

smt e e S e sint
— ¢ e "dt =x / G(t)e ™ dt = /G(—)e’sds — 20+ /—dt
T
0 0 0

“+oo
perché /G e *ds — / Sl—ntd /[G(g) — G(o0)]e %ds e
0

1
]/[G(g) — G(oo)e5ds| < 2M[1 — e~] /\G o0)|e~*ds < esei > 1,

0



La funzione I' di Eulero e la formula di Stirling

[(s) := / t=tetdt, s>0
0

1
tldfs < 400 Vs>0 e e ttst
0

La funzione I' ¢ definita in (0, +00) perché

va a zero, per t che va all’infinito, piu rapidamente di ogni potenza di %
Inoltre, (t,s) — t*"te~! é equidominata per s € [s,3],0 < s < 1 < 3, dalla funzione

fty=t"1tetpert <1, fit)y=t"1tet pert>1.
Quindi I'(s) é continua. Poi, siccome 2t~ e~ = ¢*~llogte™ é ugualmente
continua ed equidominata, T' é derivabile, con T(s)= [ t*"'logte tdt, s> 0.
0
[ é infatti C*. Ad esempio, I7(s)= [ ¢! (logt)*e " dt > 0.
0
Esempio 1. Effettuando il cambio ¢t = 72 e quindi integrando per parti, troviamo
3 00 00 00
F(i) :/ Vite tdt = 2/ re T Tdr :/ e Tdr = /7
0 0 0

Esempio 2. Integrando per parti,
s'(s) = s/ et dt = / tfetdt=T(s+1)
0 0

In particolare, siccome I'(1) = 1,
I'n+1) =n!

Il comportamento asintotico di n! é descritto dalla

Formula di Stirling

+00
2
I(s+1) = stz e [/ e T dt + o(1)], o(1) =s5400 0
Dimostrazione della Formula di Stirling.: Posto t = s7, troviamo
[(s+1):= / tPetdt = s° / e Tsdr = s*tle™® /eS_S(T_IOgT) dr
0 0 0



e ponendo poi ¢t =7 —1, h(t) =t —log(t + 1), troviamo

[(s+1) = s5tte™s /e_Sh(t) dt

21
Notiamo che

h(t) = C(1+€(t) ove lime(t) =0,  K'(1)>0 V¢ e quindi

0<fB<<1= h(+8)> 2 Ioltre, (My = EEUREEENTE > vy >

t t2(t+1)
Quindi
hp), P h=p) B
h(t) > Tt 2t vt > g, h(t) > y t>—7t vt e [-1,-0]

o0
Per determinare il comportamento asintotico di [ e~**®) dt osserviamo che
1

-8 -8
[ et at < [ STt dt <
1 -1

g T —sh(t T o—slt 4
e T e [e gt < [etitdt = Le T
B B

Ble

s

decadono esponenzialmente a zero (per s che va a +00) mentre, effettuando il cambio
di variabile ty/s = x, troviamo

B 1 Vsp 1 +oo
—sh(t) 11 _ —sh(Z) . _2?
/e dt = /e ﬁdm[/e rdx +o(1)
s s
—B \/_—\/EB \/_ —00

con o(1) =4 100 0 perché

Vs o 2 400 )
/ oM gy — / efs[g(ue(ﬁ)}x[_ﬁ\/gﬁ@ dr = / . o(1)
_\/gﬁ —0o0 —00
22
giacché la famiglia di funzioni =z — e*l5s(

1+6(%)]X[76\/§,6\/§]7 € R Sonverge

(uniformemente sui compatti al tendere di s all'infinito ) alla funzione e==  ed é
equidominata:

o2 (1e( 2 _ 22
e (35 (1 (ﬁ)]X[—W;WQ <e 7



PRODOTTO DI CONVOLUZIONE

Indicheremo con supp(f), f:R — R la chiusura dell'insieme {z : f(z) # 0}. In-
dicheremo con Cy(R) :={f € C(R) : supp(f) é compatto} lo spazio (vettoriale)
delle funzioni continue a supporto compatto.

+o00
In Cy(R) sono definite le norme ||f||.c = sup |f(z)|, ||flli:= [ |f(x)|dz.
ze€R —o0

Per ogni f, g € Cy(R) é definita in R la funzione

(f * g)(w /frz:—

Tale operazione tra funzioni si chiama prodotto di convoluzione e la funzione f % g é
detta, semplicemente, convoluzione tra f e g.

Proposizione

(i) fxgeCG(R) Vf,geC(R)

(i) L’applicazione (f,g) — f*g ¢ bilineare e simmetrica.

(iii) Se g e Co(R)NC* allora fxg € C*(R) Vf e Cy(R).

(v) N *gllee < llgll [[flle Vfr9 € Co(R)

(v) Mgl <llgl lfllh Vf g € Co(R)  (Diseguaglianza di Young )
Prova

(i) Che f * g sia continua deriva dal fatto che (z,y) — f(x —y)g(y) é continua

ed equidominata:  |f(z —v)g(v)| < ||fllolg(y)| Vz,y € R.
Poi,se |z| > R= f(z) =g(z) =0 allora

2| > 2R, [y <R =|r—y[>R = flz—y)=0 =

(f *g)(a /f:c— g dy = [ fla=ygly)dy =0

In effetti, supp(f * g) C supp ( f) + supp ( g), ove, se A, B C R, allora A+ B :=
{a+b: a€Abec B}.



(ii) La bilinearitd é evidente. La simmetria segue dal cambio di variabile t = x—y:
“+oo
= [ fa =gty /f (e =t)dt = (9% f)(x)

(iii) B una conseguenza del Teorema di derivazione sotto segno di integrale:
getnC = [fg@—yl<lgl=lf®)] Yz.ycR =

L) = Lgenw = L [ soate - = [ 0% -1
dx g dx g dzx s g s dz 4
Pit in generale
et = frgel o Lifag) = 1+ @) wi<h
g 0 g ¢ dad I\ = dxd . 7=

() W(f 9@l 1@ =gl <l | lotw)ldy

(v)  Per Fubini e I'invarianza dell’integrale per traslazione,

Hf*gul—/\f*gw )dr < / (/!fx— rdy) s = / Cw\fx— )\da:)
= +/OO(\Q(?J)I +/Oo|f(9:—y)|cirv) dy:y (Ig )l /If \dt> dy =

+0o0 +oo
( | f(t \dt)( l9(y !dy) LF11x gl

NOTA. f * g é definita anche se solo f (o g) é a supporto compatto. In tal caso
per6 f g non sard piu a supporto compatto, mentre (ii) continua a valere e la (iii)
vale per ogni g € C*.

Esercizio. Provare che se f € Cy e p € un polinomio di grado n, allora f xp é
un polinomio di grado n.

Scriviamo p(x — y) = 0o an(r — y)* = X7 br(y)2* e quindi

(f*p)(x /f dy—Z(/f )bk (y dy)



REGOLARIZZAZIONE PER CONVOLUZIONE

+o0
Sia € C°(Bgr), ¢ >0, [ ¢(x)de =1 (¢ nucleo regolarizzante).
Sia @ (z) = Lo(2). (successione regolarizzante)
Sia f continua. Allora frxve =0 f uniformemente sui limitati.

Infatti, @ (x) =0 se |z| > Re, +f0090€(x —y)dy = 1, e quindi lz| < M =
f@) = G red@] = | [ fadeda—y)dy— T f@eda - y)dy| <

/ @) = f@lpde—y)dy < s [f(@) = f(5)] e 0

|z|<M, |z—y|<Re

perché f é uniformemente continua in [—R — €, R + €.

CONVOLUZIONE in Cs,

Sia  Cyr:={f € CR), f(t+2m) = f(t) Vt}. Date f,g€ Cop, ¢é definita

™

(Fo)t) = o= [ f(t=)gs)ds,  Vf.g € O

—Tr

Prime proprieta: fxg = gx* f ¢ continua e 2mw-periodica; infatti, cambiando
variabile t — s = o, troviamo

t+m

(f*9)(t) = 5- /f glt = o)d —/f glt = o)do = (9 )(t)
perché  h e Cor(R) = %mjﬂh(t)dt:h(erw)—h(x—w)EO =
T+T s

F n@)dt = | ht)de

Proposizione Sia Py := > a, cos(nt) + b, sin(nt)ds un polinomio trigonomet-
rico. Se f € Cy, e Py é polinomio trigonometrico, allora f % Py é un polinomio
trigonometrico.



Basta osservare che (f x Py)(t) = }T ft —s8) SN a,cos(nt) + b, sin(nt)ds =

—T

N ™
> ay, / f(s) cos(nt — ns)ds + b, / f(s)sin(nt — ns)ds
n=0

s s

J f(s)cos(nt — ns)ds = [ f(s)[cos(nt)cos(—ns) — sin(nt)sin(—ns)]ds =

—T

!;%ﬁ

(_}; f(s) cos(ns ds) cos(nt) + ( f(s)sin(ns)ds) sin(nt)
z
(F s

ch
)

(s)sin(nt — ns)ds = j:i f(s)[sin(nt) cos(—ns) + sin(—ns) cos(nt)|ds =

}; f(s) Cos(ns)ds> sin(nt) — (}; f(s) sin(ns)ds] cos(nt)

Approssimazione per convoluzione Siano g, € Cy,; tali che

(i) g(t) >0 VteR

(id) ;ﬂ_}; Gt)dt=1 VkeN

(iii)  gr —% 0 uniformemente in [—m, —0] U [0, 7] Vo € (0,m)

Allora
If* gk — fllo =10 Vf €Ty

Prova.  |(/ # g0)(t) = F(O] = 55| | (¢ = s)ou(s)ds — ] F(han(s)ds| <

0

1

<o [ 1 =)= FOla(s)ds + 20| floce k= K(3,€)
—0

Se si é scelto 0 abbastanza piccolo di modo che
s| <o, te-ma]=|f(t—s5)—ft)] <e

(possibile perché f, essendo continua e periodica é uniformemente continua in R),
si conclude che

|(f ) () = FO)] < e(1 + 2] floo)



