AM210-2012/13: Tracce delle lezioni- IX Settimana
SVILUPPI IN SERIE DI FOURIER

Sia Cs,; lo spazio vettoriale sui complessi delle funzioni f : R — C che sono 27
periodiche e tali che Rf e Sf siano continue in [—m, 7]. In Cy, é definito il prodotto
scalare e la relativa norma

1 7 1 7
= — qgdt 2.— —/ 20t
<f,9> 27T_/f9 1£113 271'_ |f]

Chiaramente, < g,f >= < f,g> Vf, g, < f,Ag >= X < f,g >)V\ € C.
Continua a valere Cauchy-Schwartz (e quindi || f]|s é effettivamente una norma),
come si vede sciegliendo A =< f, g > ||g|| =2 nella diseguaglianza

0<< f=Xg,f=dg>=|z|P+ AP = A<y,x2> A<,y >

E vale anche Pitagora: < f,g >=0 = |f +gl53 = [Ifl5+ llgll3. Quindi,

essendo e, = %emt sistema ortonormale in (Coyy, ||.||2), cloé < e;,e; >= 0;; si ha
che
N 4 N
| > ce™lz= > leal®
n=—N n=—N

Polinomi e serie trigonometriche Dati ag,a,,b, € R, possiamo loro
associare il polinomio trigonometrico

N
Py(t) :==ao+ > (amcosnt +b,sinnt) te€R (1)
n=1
che, posto ¢y = ag, ¢, = %(an —ib,)sen>1ec_, =¢, = a, +ib, siscrive anche
N .
Py(t)= > ce™ teR (2)
n=—N

Pit in generale, i ¢, in (2) potranno essere arbitrari numeri complessi e Py sard
reale se e solo se c_,, = G,.
Se 300 |en| < oo, allora Y00 ¢,z™ converge, uniformemente, per |z| < 1. In

particolare ¢é definita la funzione o serie trigonometrica

f() = i cpe™ Vte R (3)

n=—oo



Chiaramente, f é continua e 27r-periodica: f € Co (R, C) e

T

1 7 i 1
Cn =< fren >= 27r_/ O Vi E e RO SRR

o n=-—oo

Definizione (coefficenti di Fourier). Data f € (s (R, C), restano definiti
. 1 7 .
fn =< f,e, >= gy / f(t)e "dt nez (coefficenti di Fourier ) di f
7T

Definizione (serie di Fourier). Data f € C5, (R, C)

o
Z fre™ é serie di Fourier di f

n=-—oo
f si dice sviluppabile in serie di Fourier se la sua serie di Fourier converge e

Z fnemt vV teR

n=—oo

Osservazione: se f € Cor(R), 1 suoi coefficenti di Fourier sono complessi coniu-
gati, e quindi la serie di Fourier associata é reale:

n=—oo n=—oo

> fne™ = ( /f cos(nt) dt — —/f ) sin(nt) dt) (cosnt+isinnt) =

=0 [( }r f(t) cos(nt) dt) cosnt + ( }r f(t)sin(nt) dt) sin nt] +

—T —T

oD D l(}r f(t) cos(nt) dt) sinnt — (jfr f(t)sin(nt) dt) cos nt] =

—T —T

21 / t)dt + — Z (/f cos(nt) dt) cosnt + (/ﬂ f(t)sin(nt) dt) sin nt

™

Sviluppabilitd in serie di Fourier. La serie di Fourier di una f € (5, (R, C)
non convergera, in generale, neppure puntualmente! Un esempio di funzione svilup-
pabile in Serie di Fourier ¢ dato dalla serie trigonometrica  f(t) := 3% c,e™
nell'ipotesi che Y% |c,| < oc:

“+00

=3 (% [ 1@ —mfdt) e = X 1A

n=—oo n=—oo
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Teorema 1. [ € Cy, < Nful <00 = f ¢ somma (uniforme) della

n=—oo

m +oo ~
propria serie di Fourier e o= [ |f(t)|*dt = 3 |fu|*  (identitd di Parseval)
E una conseguenza del

Principio di identitd. Siano f,g € Cor. Se fo=gn Vn € Z, allora f = g.
Prova del Principio di identitd. Basta provare che

fa=0 VneZ=f=0

Sia Py = Z cne™. Allora 0= f, = f f(ye ™dt ¥Yne€Z = 2 < f, Py >=

n=—N

SN v én f fe~™ = 0. Sia ora Py, N € N successione di polinomi trigonometrici

—T

convergente uniformemente a f: f,=0 Vnez, 1Py = flloo 2 Nost0e 0 =
Oz/fPithﬁ/ff:/\det = f=0

Prova del Teorema 1. Y55 |fo] <00 = g(t) = 1 feit & in Cy, ed

n=—oo J N

ha gli stessi coefficenti di Fourier di f. La conclusione viene dal Principio di Identita.
NOTA 1.  Sia f € Cyr. Se esiste @ > 1 tale che Y nf,? < oo, allora

1 1
> fn| < (Z |n® fn|2> ’ <Z n%a) ‘coxoe quindi f é sviluppabile in serie di Fourier.
Applicheremo questo tipo di diseguaglianza per provare la sviluppabilitd in serie di

Fourier di funzioni C'. Premettiamo due fatti

Diseguaglianza di Bessel. Sia f € Cy,. Allora

pONIARE */\f t)2dt

n=—oo

N .
Prova Sia Py = Z fne™. Da Pitagora, |Py|2= % |fu? mentre
—_ n=—N

™

N N __ N
<fPys=o [ D huemdt = o Z fn/f = S fufe= 3 AP
n=—N n=—N n=—N

T

e quindi, usando Cauchy-Schwartz | Pyll3 =< f, Pn ><||fll2 |Px|l2 VN.



NOTA 2. Dunque f € Cy, = (fn) € 1? e quindi fn —|n|—oo 0. In effetti si ha di pit
Lemma Riemann-Lebesgue. Se |f| ¢ integrabile in [—, 7] allora f, — 0.

s
Cenno di dimostrazione. La tesi é vera se esiste f € Cy, tale che [ |fx — f| —o.
—m

Infatti, in tal caso,

Ve > 0, 3k, : limsup | f(n)] < limsup|f(n) — fe(n)] <e Vk> k.

porché ) (o) = | ] (7 = e

—Tr

< [ |f = fx| < €eper k> k. opportuno.

La tesi segue poi dal fatto che per ogni funzione assolutamente integrabile in [—7, 7]
tali approssimanti esistono (cosa che qui non possiamo dimostrare).

Derivabilita e decadimento dei coefficenti di Fourier
Scriveremo : f € C5 (R,C) & Rf,.SfeCh (R)e f :=Rf) +i(Sf))

Abbiamo visto che la continuitd di f (ma basterebbe meno!) implica 3, |f.|?> < oo

e quindi f, = o(1). Vediamo ora come maggior regolaritd implichi piu rapido
decadimento dei coefficenti di Fourier: sia f € C% | allora, per periodicita,

cquindi ¥, |[nF L] < (5, [nF fa)?)2 (Yo H—IQ)% <oo equindi f, = o|n|™*),
avendo usato Bessel per f*). Usando tale proprietd (con k = 1) otteniamo
Teorema 2.  Ogni f € C3_ € somma uniforme della propria serie di Fourier.
NOTA 3.  Viceversa, piu € rapido il decadimento di fn pu alta é la regolarita di f:
Ja > % DY |7’L|2(k+a)|fn|2 <oo = Y |n’“fn| <
! !
< (TP 1£R) (S ) <o

e quindi la serie di Fourier di f converge uniformemente insieme alle sue prime k
derivate e quindi  f € C*.



L’ipotesi C* su f nel Teorema 2 si pué indebolire chiedendo ad f € Oy, di essere
C! 7 a tratti’, ovvero di essere C! al di fuori di un insieme discreto.

Teorema 2 bis (sviluppabilitd di funzioni regolari a tratti).

Sia f € Cy, dotata di derivata continua e limitata in [—m, 7]\{t1 <2 < ... <t,}.
Allora f é somma uniforme della propria serie di Fourier.

Prova. Sia ¢ € C} . Posto s = ¢ + 7, troviamo la "formula di integrazione per

parti’
JHEDZI0 g [y elemn=elo),

Siccome, come ¢ facile vedere, f é Lipschitziana (di costante sup, |f'(t)]) si pué
passare al limite anche a primo membro, trovando

]f’sodt: —]fw’

Presa () = e ™ troviamo [ flodt = in [ fe~™dt ovvero f, = %f’n Siccome
—Tr —T

anche f’ é di quadrato integrabile, anche per f’ vale Bessel e quindi, come sopra,

% | fal < o0

NOTA 4. L’ipotesi di limitatezza su f’ pué essere sostituita dalla equidominatezza
del rapporto incrementale: Jg(t) tale che [ |g(t)|dt < cce ‘M‘ <g(t) Vt,r.

Il teorema 2 bis dice, in particolare, che se f é 27 periodica, Lipschitziana e
'regolare a tratti’, allora f é somma (uniforme) della propria serie di Fourier. Si pué
in effetti provare che ogni funzione Lipschitziana é somma uniforme della propria
serie di Fourier.

In realtd, tale risultato vale per funzioni anche solamente Holderiane (di esponente
@), tali cioé che

30&6(0’1], de>0: |f(x)_f(y)|§0|x_y|a \V/xay
Teorema 3. Sia f una funzione Holderiana di esponente o > %

Allora Y |n|?| fn| <oo VB<a— %, e quindi la serie di Fourier di f converge
uniformemente a f.



Convergenza puntuale nelle serie di Fourier (il criterio di Dini)

Coefficenti e serie di Fourier per funzioni discontinue integrabili.
Sia I3 lo spazio vettoriale sui complessi delle funzioni f : R — C che sono 27
periodiche e tali che Rf e Sf siano di quadrato integrabile in [, 7]. Anche in I3 |
come in Oy, é definito il prodotto scalare

1 i
<f.g>=5- [ fgat
27r77r
Chiaramente, continuano a valere Cauchy-Schwartz e Pitagora.

Sono ugualmente definiti i coefficenti di Fourier di una f € I3, dati da

T

A~ 1 )
fn = — / ft)e "™ dt nez
2m A
Anche in questo ambito pitd generale continua a valere la diseguaglianza di Bessel:
— [} |2 17 2 2
> <o [IF@Pd vie L,

Teorema 4 (sviluppabilitd in serie di Fourier per funzioni Lipschitziane).

Cominciamo con il considerare funzioni Lipschitziane e mostriamo che tali fun-
zioni sono sviluppabili in serie di Fourier. Mostriamo, pii in generale, che, se
f € Cyy, allora la serie di Fourier di f converge a f in tutti i punti 7 € [—7, 7]

tali che
t —
36 = 4(7) : sup fittr) = /() < 00 (%)
|t|<5
OVVEro flr)y =% fne in tutti i punti 7 attorno ai quali il rapporto

incrementale rimane limitato (proprieta che le funzioni Lip hanno in ogni punto).

Prova del Teorema 4.  Sia g(t) == f(t+7)— f(1). Eg € Cor € §n =
[ ft+7)emdt — f(r) [ emdt = f,e™ — f(r) [ e™dt. Sommando, troviamo

S u= 3 fee— f(r)

n=—oo n=—oo

Mostriamo il risultato per g, ovvero che 0 = g(0) = >0° ___ §,, e questo provera il

Teorema. Possiamo dunque, sostituendo eventualmente f con g, supporre che 7 = 0,



f(0) =0, che @ sia limitata in [—d, 0] e provare che

>

Scriviamo
_ S _ it
Fiy =10 = Pt - P
La funzione F'(t) é continua in ¢ # 0 e limitata anche attorno a zero, perché F(t) =
@ cosTrismiT © @ ¢ limitata per ipotesi mentre ot = iy~ § ed

¢é quindi anche lei limitata e quindi di quadrato integrabile. Ma

N B . 1 7. R R
QZAf/Wﬁ—FM”Mh:—/FKMAWt /Fam Py Fy
21 21
Da Bessel: % |F, |2 < o= f |F'(t)?dt < oo e quindi F), —jp—00 0 € quindi
N N R R A
Z Jn= Z [Foo1—F]=F_ny_1—Fy—n0
n=—N n=—N

NOTA. L’ipotesi (%) si pud indebolire, chiedendo anche solo che

J

—0

dt < oo

fit+7) = f(7)
t

La sola differenza nella dimostrazione é che la F' é adesso solamente (assolutamente)
integrabile.

Potremmo applicare direttamente il Lemma di Riemann-Lebesgue, mostriamo tut-
tavia che, siccome F' é anche continua in [—m, 7|, allora é chiaramente limite in
media di una successione di funzioni continue. Basta infatti prendere una ¢ (R, [0, 1]
uguale a 1 in [—1,1] e porre f,(t) = f(t)p(nt). Ed allora

/V Ful(£)dt = /V L—vndw</v )| = 0

perché f é assolutamente integrabile. Dunque (vedi Lemma di Riemann-Lebesgue)
Pﬁ\n\—)oo — 0

e questo basta, come sopra, per concludere.



