AM210/2014-15: Tracce delle lezioni- Settimana XII
SPAZI METRICI ED IL TEOREMA DELLE CONTRAZIONI

Spazi metrici completi, spazi di Banach

Una successione z,, in uno spazio metrico (X, d) si dice di Cauchy se
Ve >0 dn,: d(xp, xm) <€ Yn,m > n,

(X, d) si dice completo se ogni successione di Cauchy in X é convergente in X.

(V. |I-I) si dice di Banach se, come spazio metrico, é completo, ovvero

z, €V, ||xp — x| < €pern,mgrandi = dJzxeV: |x,—z| —,0.
ESEMPI.
1. Sia (X,d) completo, C C X. Allora (C,d) é completo & C = C.
2. R™, munito della norma euclidea, é un Banach.

3. Sia K C R"™ compatto. C(K,R™), con || f|lec =sup||f(z)|| ¢ un Banach.
€K

Prova. Siccome f,, — f uniformemente ( f, = ((fu)1,---, (fa)m)s f = (f1,---s fm))
seesolose (f,); — fi Vi=1,...,m uniformemente, basta provarlo nel cason = 1.

Ora, f,, é di Cauchy in C(K, R) &
Ve 0, 3n: mmEn, = suplfle) - fule) <
zeK
Dunque, f, é di Cauchy in C(K,R) = Vz € K lan — f,(z) é di Cauchy
= Vze€ K, 3 (finito) f(x) :=lim, e fu(z). Poi, Ve >0, In:
() = F@)] < [fu(@) = frsp (@) + [ frip(2) = f(2)] < €t [fupp() = f(2)] Vo € K

se n > n, e quale che sia p € N. Fissato n > n. e mandando p all’infinito in
(@) = f(2)] < €+ |fnsp(x) = f2)] Vo € K siottiene |fo(z) — f(z)| <€ Vo e K
e per ogni n > n, cioé f, converge uniformemente ad f, ovvero || f, — flloc —n 0.

4. E := C([a,b],R™) munito della norma della convergenza uniforme uniforme
1Vl == max @) ove [y@)]]* =", [(t)]* é spazio di Banach (come in 3).

5. C’([a,b],R), munito della norma || f]; := f |f(t)|dt non é completo.
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Ad esempio (a = —1,b=1), [ ||z|=signz — signz|dz —, 0 e quindi f, ¢ di Cau-
“1

chy in (C([-1,1],R), ||.]l1), ma non esiste g € C([—1, 1], R) tale che || f, — g|l1 —x O.



IL TEOREMA DELLE CONTRAZIONI
Sia (X, d) spazio metrico completo, C' C X chiuso. Sia T : X — X. Se
i) T(C)ccC
(i) Jke(0,1): dTz,Ty) <d(z,y) VYz,ye C (T éuna’contrazione’)
allora Jd xzeC: Ter =z
Unicita: Tzx=2z, Ty=y = zx=y. Infatti,
dz,y) =d(Tz,Ty) < kd(x,y) = d(z,y)=0 perchék € (0,1).
Esistenza. Sia zy € C. Consideriamo la successione definita per ricorrenza
r1:=Txy, wzo:=Tx1, ..., Tpy =Tz,

Basta provare che x, é di Cauchy, perché allora, per completezza, esiste x tale
che x, — = con x € C perché C é chiuso.  Per continuita x,; = Tz, —, Tx.
Siccome é anche x,+; — = avremo x =Tz  (unicita del limite).

Proviamo dunque che z,, é di Cauchy. E
d(zg, 1) = d(Tx1, Txy) < kd(z1,20)
Ugualmente, d(x3,z2) = d(Txy, Tx1) < kd(z9, 71) < k*d(x1, 20). Tterando,
d(xpi1, ) = d(Txy, Try 1) < kd(xp, 20, ) < K'd(x1,20) V1

Dunque A(Zngpi1, Tn) < A Tpgprts Tngp) + oo+ d(Tpgr, T0) <

< KP4 R d(w, ) <R

Zl{?]] d([L’l,fL’o) _>n0

=0

UN ESEMPIO. f e CYR,R) tale che |f'(z)| < L <1 Vz € R é contrazione.

NOTA. Larichiesta k < 1 in ii) é essenziale. Esempio: sia

co ={x €1®:x(n) —, 0} (sottospazio chiuso di ), B:={zx € cy:||z] < 1}.
(B, ]-]|loc) € spazio metrico completo. Sia T : B — B cosi definita:  (T'z)(1) = 1,
(Tz)(j) = x(j — 1) se 5 > 2. Nota che |Tz|c = 1 Vz € B. Si ha
1Tz — Tylloo = ||z — ylle Vz,y € ¢ ma T non ha punti fissi in B, perché
Tr=z=2z(n)=1 Vn.



PROBLEMA DI CAUCHY
Esistenza e unicita locale, unicita globale, soluzione massimale.

Teorema di Picard (locale) (esistenza/unicitd locale in ipotesi Lipyo.)
Dati to € R,29 € R" ed r > 0, siano I, := [to — p,to + p], B, := B.(x9) C R™
Data f € C(By x 1,,R"), sia M := sup |[f(z,t)]l. Supponiamo che

BQTXIP
3L >0: H.f(x>t>_f(yvt)|| SLHZE—yH vxayGEQTa VtGIp
Sia 6 < min{p, %, 17t Allora:  per ogni v € B,,

() 31" €C s, By) s Y'(t) ==, F°() = f(y(t),t) Vel

1
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(@) |7V = Vs = Sup () =) < lz -yl  Vz,ye B,
)

Prova. C(I;,R"), munito della norma ||y||os ¢ un Banach, e quindi
X :={yeCsR"): |v(t) =zl <2r  Vte s}

é spazio metrico completo (rispetto alla metrica indotta) e, fissato x € B,(x),
t

se Ty :t—x +/ f(y(r),m)dr, te s, ¢ T'yeC(Is,R")
to

Poi, v € X = |[(T™)(t) = wo| < |l — ol +

JolF(v(r), T)lldr| < v+ 6M < 2r

= T*(X) C X. Infine v, 0e€eX = |7 —T"Blocs <
t t
sup | [ [lf(y(7),7) = f(B(r), 7)||d7| < sup / Llr(r) = B(7)lldr| < Lé[ly = Blloc.s
tels 1/to tels 1/

Siccome 6L <1, T% é una contrazione di X in sé e quindi
Iy e X T%~% =A%, Notiamo che (7v")(0) = x.
Dunque, 7* é I'unica soluzione, definita in I5 , del problema di Cauchy
V() =rf(y®) viel, 7 (0)==

Fo lFGe(m) = F () dr| <

Infine,  [|7" = 9Y[lee < |lo—y|l + sup
te[—4,0]

|z =yl LIV =V ls = 7" = Vloos < lz =yl Va,y € By(z)

1—-46L



Proposizione 1 (unicitd globale)

Sia  f € CY (O x I,R"), O x I aperto in R" x R.  Siano v € C'((a,b)) e
B € CY((a,b)) soluzioni dello stesso problema di Cauchy

2(t) = flz(),1),  x(to) = xg
Se (a,b) C (a,b), allora v = B in (a,b): B € un prolungamento della soluzione .
Prova. Per il Teorema di Picard, esiste § > 0 tale che v = [ per |t — to] < 0.
Quindi t:=sup{t: ~(r)=p0(1), V1 € [ty,t]} >0

Sia, per assurdo, ¢ < b; per continuitd é anche ~y(t) = £(f). Dunque (), 3(t) sono
soluzioni del medesimo problema di Cauchy

#(t) = f(z@t),t)  te(to,d) =) =) =p@)

e quindi coincidono anche in [¢,¢ + o] per un o > 0 piccolo, e quindi
t:=sup{t: ~(r)=p8(1),Vrel0,t]} >t+o
contraddizione. Dunque v = 3 in [0,b) e, analogamente, v = /3 in (a, 0]).

Una soluzione non prolungabile si chiama soluzione massimale. La soluzione
massimale é, per via della Prop. 1, unica. Il suo intervallo di definizione si chiama
intervallo massimale di esistenza e si indica (¢t (xg),t"(x0)), o semplicemente,
se non vi é ambiguitd, (t7,t).

Se t (wg) = —o0, ,diremo che (PC) ha soluzione per tutti i tempi negativi.
Se  tt(xg) = 400, , diremo che (PC) ha soluzione per tutti i tempi positivi.
Se t7(xg) = —o0, tT(zg) =400, diremo che il Problema di Cauchy con con-

dizione iniziale z(0) = xy, ammette soluzione globale o per tutti i tempi.
ESEMPI.

Il problema di Cauchy 4 = z, x(0) = xy ha come soluzione massimale
z(t) = xee!, t€R

mentre il problema & = 22, x(0) = 1y > 0 ha come soluzione massimale
z(t) = 75— te(—oo,2).

1—tzo Ty




Proposizione 2 (della prolungabilitd)

Sia f € C\ R x ILR"), A4(t) = f(7(t)), tE€ [to,T).

Allora M := sup |[[f(y(t))| <+oc =~ ¢éprolungabile oltre T
te(to,T)

In particolare, sup || f(7(t))|| < +oo (ad es. se v € limitata) = t* = 4o0.
)

te(t—t+
, ¢
Prova. E @) =yl = 1] fOy(m)drll < Mlt — 5| ¥s,t € [to, T) e

quindi « ¢é uniformemente continua in  [0,7).  Ne deriva che

3 (1) = lim y(t) e F(T) = f(x(T))

t—T—

Detta allora 4  la soluzione del problema di Cauchy con dato iniziale 4(T") =
v(T), la funzione uguale a 7 in [0,7T) ed uguale a 4 in [T, T +4§] ¢é di classe C"!
ed é soluzione del sistema differenziale in [0, 7" + J].

Corollario . Sia g € C*(R™,R) tale che
(1) {z:g(x) <g(zo)} élimitato Vo€ R" (i1) < Vg(z), f(x)> <0 Vz
Allora le soluzioni del sistema & = f(x)  sono definite per tutti i tempi positivi.

Infatti,

d

Sga(t) =< Vla(t),#(t) > = < Vg(a(t), fz() > <0 Vi

e quindi la traiettoria z(¢) si mantiene, per tutti i tempi positivi, nella regione limi-
tata {g(z) < g(zo)} e quindi ¢+ = +o0.

Due esempi importanti: Sistemi gradiente, Sistemi Hamiltoniani
Sistemi gradiente (ovvero linee di discesa pit ripida):

it =-VF(x) FeC*R"R)

Per applicare il Corollario, basta prendere g = F: < Vg(z), f(z) > = —||VF|?
e dedurre che se  {x € R": F(x) <c¢} ¢ limitato per ogni ¢ € R, allora le
soluzioni sono definite per tutti i tempi positivi. In effetti si pué dire di piu:

se F' € inferiormente limitata le soluzioni sono definite per tutti i tempi positivi.
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Infatti,

t t

1
2

Jo(t) = a(s)ll = | [ ararl < [ IV FGE)lr <o sl ([ 19F@E)dr)

< |t —s|? (F(x(0) —inf F)? Vs <t

e quindi z(t) é uniformemente continua. Si conclude come nella dimostrazione della
Proposizione 2.

Sistemi Conservativi, Hamiltoniani

Il sistema T = f(x) si dice conservativo se esiste un integrale primo ,
ovvero una G € C'(R", R) tale che

d
<VG(z), f(x)> =0 Va, equindi &= f(x) = %G(x(t)) =0 Vit
cioé G é costante lungo le traiettorie (G si conserva durante il moto). Se le superfici
di livello {G = cost} sono limitate, le soluzioni del sistema sono definite per tutti i
tempi. Un caso importante é dato dai sistemi Hamiltoniani a n gradi di liberta:

x:Hy(xay)7 y: _Hx(xay)

ove H e CYR"xR"), H = H(z,y), v,y € R" ¢ funzione Hamiltoniana, o
energia totale; I’Hamiltoniana é un integrale primo:

d . . .
S (@), y(1) = Ho(x(t), y(8))2 + Hy(x(t),y(8))y = —g2 + 25 =0
Una importante classe di sistemi Hamiltoniani é data dai sistemi Newtoniani con-
servativ
(x) @&=-VU(x) z€C*I,R"

che descrivono il moto di un corpo sollecitato da un campo di forze conservativo
F = —VU. Posto p = 1, il sistema del secondo ordine (x) si riscrive in forma
Hamiltoniana, con energia totale (=cinetica+potenziale) H(z,p) = 1|p|* + U(x).
Se n =1, le traiettorie nel piano delle fasi (x,p) hanno equazione (cartesiana)

p==%y2(c—-U(x)), c¢=H(wo,po) (x0,p0) € R’



DISEGUAGLIANZA DI GRONWALL

¢
Sia0<peC([0,7),R). JA;>0: o(t) < Ag+Ait+As [o(T)dr VYVt e€[0,T)
0

= gO(t) S (AO + A1A2_1)€A2t — A1A2_1 Vit € [O, T)
Prova. ¢(t) < 9(t) := Ag + Ait + A fg o(T)dr, Y'(t) = A1+ Asp(t) <

A+ Ap(t) = (eR() = e (Y1) — Asp(t) < Age !

integrando
_—

t
e M2lp(t) < e 2y(t) < ¥(0) +/ Aje™2Tdr = Ay — AT Aje™ 2t + AST A,
0
Problema di Cauchy: esistenza globale. Sia f € C'(R™ x R,R"). Se
VTAAT), AT) >0 [[f(0. 0] < A(T) + AD)lle]| VYo e R <T

allora le soluzioni di z(t) = f(z(t),t) sono definite globalmente.
Prova. Sia v/(t) = f(v(t)) te€ (t7,t") ( soluzione massimale). Allora, VT < ¢,

all

IOl < lIv(to ||+/Hf Dldr < ||7(t0)\|+A1t+A2/||7 ldr wt<T O

to

Iv@)|| < (|v(to)|| + A1 A et — AL A Vi< T PI%2 4+ — 4100, E cost pure
t” = —00.
Problema di Cauchy: dipendenza continua dai dati iniziali

Sia f € Lipi,. (R",R™) e 4%(t) = f(7"(t)) Vte[0,T], ~*(0)==x. Sia

R:= sup ||y°(t) —z||. Esiste L >0 tale che, se ||z —vy| < Re T, allora
t€[0,T]

() >T e |[v(t) —1*()| < |z —yll " Vte[0,T]

Prova. Ricordiamo chese 3L >0: | f(z)— f(y)ll < Lllz —y|| Vr,y € R"e
B(t) = f(B(t)), () = f(y(@)) allora |y(t)— ()|| < [lv(0)=B(0)[[e** Vvt > 0.
Dunque, se ¢ € C(Bsg(x)), ¢ = 1 in Bog(a), la [ := ¢f é Lipschitziana di
costante, diciamo, L e 7%, soluzione del problema d1 Cauchy 7= f(n), n(0) =y,
é definita per tutti i tempi e 17 () — =) < |ly — x|, Notiamo che
f=fin Bop(x), ~*([0,7)) C Br(z) = ~*=7"in[0,7] e quindi

\_/\_/

le—yll < Re™ = 7O < I77(0) - @+ 17Ol < ly—2lle”” +R < 2R

Vte[0,T] e quindi f(7%(t)) = f(7%(1)) e quindi  ~¥ =¥ in [0,T]. Di qui la tesi.



STABILITA/INSTABILITA DI UN EQUILIBRIO
Data fe€ CYO,R"), O CR"™ aperto, sia

V) =f01) in (7 (2),t7(x), 0)=z  (PC)

La o) = @(x,t) == (1), x € 0, t e (t (x),tt(z)) si chiama
flusso generato dal campo f: Vr e O, t— ¢(x)=7%(t) ¢ la traiettoria
passante per z al tempo t = 0. Se tf(z)=4c0 VreO, la r — ()
¢ una famiglia di omeomorfismi di O in sé dipendente (in modo continuo) dal 'pa-
rametro’ t. Infatti ;' = ¢_,. E questo un caso particolare della seguente
proprietd (di gruppo) della famiglia di omeomorfismi ¢,

Pt O Pr = Ptir

Ci6 segue dalla unicitéd della soluzione del Problema di Cauchy. Infatti, (o, (2))
é la soluzione, al tempo ¢, passante per ¢.(x) = v*(7) al tempo ¢t = 0. Ma, detta
F(t) ==~*(t+7), siha

V) =57t +7) = f(7°(t+ 7)) = FGE),  5°(0) = (1)

cioé, anche 4 é soluzione del problema di Cauchy passante per v*(7) al tempo t = 0.
Quindi, per 'unicita della soluzione del problema di Cauchy,

oi(or () = () =7 (t +7) = Qry-(T)

Equilibri di un sistema dinamico.

Se  f(x) =0, allorax(t) =7 Vte R é (l'unica) soluzione del sistema
differenziale (o dinamico)

w(t) = flz@) (%)
ovvero @ (T) =T per ogni t. Tale T si dice equilibrio  per (x). Si dice che
-T é equilibrio stabile se per ogni Bg(T) C O, Ir < R tale che
¥ = f(z), z(0)€B.(x) = t"(T)=+400 e x(t) € Br(x) Vt>0
-r9 € equilibrio asintoticamente stabile se esiste B, C O tale che

—+00

o' = f(z), z(0)€ B, (ry) = tT(xo)=+00 e x(t) 5%



Comportamento asintotico del flusso lineare t — ez, z, € R".

Dalla espressione esplicita delle soluzioni, vediamo che se gli autovalori \; di A,
a;£i8,€C,j=1,....p p;€R, j=2p+1,...,q, sono tutti semplici, allora

e =100 0 & Re Aj<0 Vj

Diamo una dimostrazione di questo fatto, ancora basata sulla semplicita degli auto-
valori, ovvero sul fatto che A abbia (vedi sopra) unabase (&4, n',... &7, nP u', .. u?)
di "autovettori’. Partiremo dal fatto ben noto che, se f; é base in R", allora

<Z i fi, Z yjfj> = Z ;Y é un prodotto scalare su R"con norma associata
i J J

| Sixifil? :==3;2?. Siaora (-,-) il prodotto scalare associato agli 'autovettori’
di A. Siccome AL = ;&7 — By, A = ;87 + ajnp si ha

(AZ, &) =aj, (AF7) ==8;, (Ap,&) =8;, (AW, 77) =q
e quindi <A ( 1 95;'5j + 95;'/77j + X iopt1 xjuj> DY @fj + 533',77j + 2 a1 xj“j> =

p

> a;(@?+a’?) ZBJ ! "—l—Zﬂj L+ Z pir; = (Ar,z) gmjaxﬁ?e)\j\xﬁ
i=1 1=2p+1

Ma allora, se & = Az, posto ¢(t) = 3|a(t)?, risulta  ¢'(t) = (&(t),z(t)) =
= (Au(t), 2(0)) < —Lola(t) = —6p(t) e quindi

(log p(t))’ < =6 e quindi ;\x(tﬂ? < o(t) < p(0)e%

Lemma Sia A matrice reale n X n, \; = a; + if3; i suoi autovalori. Esiste un
prodotto scalare in R® (..., ...) tale che

min; o; < (Lz,z) < maz; o (z,z) Vr e R"

Tale Lemma assicura, come sopra, che se gli autovalori di .4 hanno tutti parte reale
negativa allora lo zero é equilibrio asintoticamente stabile per il sistema z = Ax.

Teorema Sia A matrice n X n. Se ogni autovalore di A ha parte reale negativa
allora ogni soluzione del sistema & = Ax  tende esponenzialmente a zero al ten-
dere di ¢ a piu infinito.



Stabilita nei sistemi gradiente Sia F € C?*(R",R). Sia x¢ punto di mi-
nimo locale stretto per F. Allora il sistema

&t =—-VF(z)
ha in xo un equilibrio stabile. Se, di piiu, xo € punto critico isolato di F', allora xg

é asintoticamente stabile.

Prova. Cominciamo con la stabilita. Sia intanto

f(zo) < f(x) Va € Bg(xg), x# xo, e m:= inf f(z)

|z—zol|=R

r < R tale che |l —xo| <r = f(z)<m

La traiettoria passante al tempo ¢ = 0 per x € B,(z() non pué attraversare mai la
frontiera di Br(xo), perché F' dovrebbe ’salire’, lungo la traiettoria, da un valore
minore di m ad un valore maggiore od uguale a m, mentre invece F decresce lungo
le traiettorie. Non potendo uscire da Bg(zg) tale soluzione é in particolare definita
per tutti i tempi positivi.

Mostriamo ora la stabilita asintotica. Possiamo supporre che xy sia I'unico zero di
VF in Bg(zo). Sia x € B,(xg), v* la traiettoria uscente da x. Per quanto visto,
t*(r) = +o0. Basterd provare che

t; — +oo: Y (t5) =5 o
perché allora

F(xo) = lim F(y*(t;)) = lim F(y(t)) = Flao)

]~>+OO t——+o0

e quindi, necessariamente,
xo = lim~"(#;) quale che sia t; — 400 (%)
j
perché, se  y*(t) ) =, 2’ per una sottosuccessione ¢, e un 2’ € Bgr(zg) si ha
F(z') = kgr&o F(ye(t),)) = tlgrnoo F(y*(t)) = F(z9) equindiz’ =z e quindi (x).
Ora, lesistenza di  t; — +oo  tale che [|[VF(y*(¢;)|| —; 0 segue da

/ IVE(*(7))|I” dr < F(2(0)) —inf F ¥t >0

ed allora, per almeno una sottosuccessione t;, e un x; € Bgr(zg), 7" (t} ) —r 71
con VF(x;)= klim [VE((E )]l =0 e quindi z; = xo.
—00
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Il Teorema di stabilita di Lyapunov

Sia f € CHR",R"). Sia f(z) =0.
Supponiamo esista una g € C(B,(T) NCY(B,.(T)\T) funzione di Lyapunov, cioé
tale che

(i) g(x) > g(T) Vr € B.(T)\T ( cioéT é minimo locale stretto per g)
(ii) (Vg(z), f(x)) <0 Ve B.(T)\T

Allora T € equilibrio stabile per il sistema & = f(x).
Se, di pit, in (ii) vale la disequaglianza stretta, allora tale equilibrio € asintoti-
camente stabile.

Prova. Sia m := 0 inf|| }g. Dalle ipotesi segue che  m > ¢().
T—xg||=r

Sia  p<rtaleche g(x)<m:= %g@) Vo € B,(T) esia
V() = F(° (1), 77(0) = x € B,(T)
Siccome Y*(t) € B,.(T) per tempi piccoli, é definito
T =:sup{t >0:|y"(7) —Z| <r Vr<t}

Se T ¢ finito, v* ¢é definita in T' e, per continuitd, ||v*(7) — Z|| = r e quindi
g(v*(T) > m > m e questo é impossibile perché

v(t) € B.(z) Vte|0,T] = g(7*(t)) ¢é decrescente in [0.7T]

e quindi g(v*(T)) < g(x) <m. Dunque T = 400, ovvero T é stabile.
Proviamo ora che se vale la diseguaglianza stretta in (ii) allora

t——+o00

reB, = () — 0

(possiamo supporre, senza perdere in generalitd, che T = 0 e g(0) = 0). Sia
oi(z) =~"(t) il flusso generato dal campo f.  Basta provare che

Ty =, (2) =77 (t,) "2y = 20=0

Osserviamo innanzi tutto che, siccome g decresce strettamente lungo le traiettorie,

¢ g(v"(tn)) > g(o).
Supponiamo poi, per assurdo, che o # 0.  Siccome zero é 'unico equilibrio in B,,
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perché (Vg(x), f(z)) <0 Va € B, \ 0, e giacché g decresce strettamente lungo le
traiettorie, si ha che

g(v*(t)) < g(xo) VE>0
Fissato ty > 0, per la dipendenza continua della soluzione dal dato iniziale, si ha che
Y=y in [0,t0] e quindi g(y™(to)) — g(v"(to)) < g(xo)
Ma

Tn =01, (1) =7 () = (e o) = Proiio (2) = @i (1, (7)) = 7 (Lo)

e quindi
9(xo) = lim g(v*(tn +t0)) = lim g(v*" (t0)) = g(v"(t0)) < g(x0)

Corollario: in un campo di forze conservativo © minimi locali stretti dell’energia
potenziale sono equilibri stabili
In un campo di forze conservativo F = —VV, V € C*R?) la dinamica ¢
regolata dalla legge

E(t) = F(z(t)) = =VU(z(t)) ovvero & =p, p=—-VU

1
L’energia totale (o Hamiltoniana) é data da H(z,p) = §p2+U(a:)

Gli equilibri del sistema, ovvero i punti critici dell’Hamiltoniana, sono  (x,0) ove
VU (z) = 0; ad esempio x punto di minimo locale per U.

Supponiamo che z = 0 sia un minimo (locale stretto) per I’energia potenziale U.
Allora H é funzione di Lyapunov per I'equilibrio (0, 0), perché (0,0) é minimo locale
stretto per H, che é costante lungo le traiettorie.

Dunque (0, 0) é equilibrio stabile.

Stabilitd lineare. Sia f € C'(R",R"), f(0) =0.
Se gli autovalori di df (0) hanno tutti parte reale negativa lo zero € equilibrio asinto-
ticamente stabile per il sistema & = f(x).
Prova. Come visto, esiste un prodotto scalare (-,-) tale che (df(0)z,z) < —d|x|?,
ove |z|? := (x,z). Dalla differenziabilita di f segue che

(f(z),2) = (df (0)x + o), ) < —g|x|2 per x  piccolo

Dunque g(z) := |z|? é funzione di Lyapunov in zero, perché  g(z) > g(0) = OVx # 0
e Vg)=2r = (Vg(z),df(x))=2(Vg(x),df(x)) <0 se 0<|z|]<<1
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COMPLEMENTI

ESEMPI
Esempio 1. Le soluzioni del sistema
i = _x3y2
y = —2y°2°
sono definite per tutti i tempi positivi: basta prendere g(z,y) = # per
ottenere
d _d 2% +

Solat)y(t) = L) = wi by = -2t <0 v

Invece, t~ > —oo quale che sia la condizione iniziale. Questo si pud vedere cosi’:

d
@] = 208 + 22% = =22y (2°y%) — 292 (2°2%) = —6(2°y?)?
cioé 2(t) == z(t)*y(t)® risolve Z= —62%2 e quindi
z(0) 1
)= —"t € (—
‘) = T 62 0)1 (=520 T
Siccome  z(0) = z(0)?y(0)*> e
: 22 z(0) . 2,2 z(0)
b= =2y =~ oy I= =2y =~ o
t t
troviamo  log % =— Of Hz(i%sds, log % = —2{1&(73()0)8613, oVVero
0 0 1
sy — 0y MO e o)
(1+62(0)t)s (1+62(0)t)3 62(0)
Notiamo anche che
y 20 _ o y(t) x(t) y(0) o
=z =-2 =2— = log=—F% =2log—= = t) = t
y Ty =2 %8 o) ~ 218 o) y(t) a:(O)Qx( )
Esempio 2. Le soluzioni di
o= 2@’ )
= —ya'(@® +y7)
sono definite V¢:
d 4
Et(% +y°) =200 + 29y = 22"y (2% + y?) — 2% (2® + %) = 0

e quindi g € costante lungo le traiettorie, ovvero le traiettorie sono contenute
negli insiemi di livello di g, che sono visibilmente limitati.
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