AM210: Tracce delle lezioni- III Settimana
PRODOTTO DI CONVOLUZIONE

Indicheremo con  Cy(R):={fe€ CR): IR=Rs, f=0 fuoridi [-R,R]}
lo spazio (vettoriale) delle funzioni continue a supporto compatto e con supp(f) la
chiusura dell’insieme {x : f(x) # 0}.

+o0
In Cy(R) sono definite le norme Ifllo =sup|f(z)], ||flli:= [ |f(z)|dzx.
z€R —00

Per ogni f, g € Cy(R) é definita in R la funzione

(f +9)(a /f

Tale operazione tra funzioni si chiama prodotto di convoluzione e la funzione f *x g é
detta, semplicemente, convoluzione tra f e g.

NOTA. fxgédefinita anchese g € Cy(R) ed f é integrabile sugli intervalli limitati.
Proposizione
(i)  supp f*xg C supp f+ suppg e quindi fxg € Co(R) Vf, g€ Co(R)
(ii) L’applicazione (f,g) — f*g ¢é bilineare e simmetrica.
(i) [If *glle < gl [Ifllc V.9 € Co(R)  (continuita )
(iv) | f =gl <lgll lIflli Vf,g € Co(R) (Diseguaglianza di Young )
(v) f,g€Co(R),geC* = fxge CFR) (effetto regolarizzante )
(vi) f € Cp, p polinomio di gradon = f*p é un polinomio di grado n.
Prova della Proposizione

(i) Che f * g sia continua deriva dal fatto che (z,y) — f(y)g(x — y) é continua
ed equidominata:  [f(y)g(z — y)| < [ flll9(y)] Vz,y €R. Poi

x ¢ supp f+suppg, y€ suppf = x—y¢ suppg = glz—y) =0
Dunque x ¢ supp f+suppg = f(y)glx—y)=0 Yy = (f*xg)(x)=0

= suppf*xg Csuppf+suppg:={a+b: a€ suppf,b€ suppg}
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(ii) La bilinearitd é evidente. La simmetria segue dal cambio di variabile t = z — y:

(f9)@)i= [ f@g@—y)dy = [ fla=tgydt = (9% ()

(i) |(F gl s< T 1 = gl dy < Il T loto)l dy

(iv)  Per Fubini e I'invarianza dell’integrale per traslazione, I f*gl=

400 +o0 [ 400 +o0 [ 400
a7 (Tt - nelar) ae= 7 (116 - ot as) ay

_/(\9 |/|fa:— |dac)dy_/<|g ‘/,f \dt>

—00

- (b/mlf(t)|dt) (; |g<y>|dy) = |I£1h llgls

(v) E una conseguenza del Teorema di derivazione sotto segno di integrale:

geConC' = |f(y)d(@—y)| <|d]xlfW)] Vz,yeR =

Lfug) = Lgene) = L [ sate - = [ 50% - o
dz g ~ Y C dx s g B s dx
Pit in generale

cCt 5 frgeC o L(feg@) = (@) wi<k

g€ C g e ——(fxg)@) = (fx5)(x) Vi<

(vi)  Scriviamo p(z —y) = S0y ar(z — y)* = 7 be(y)2* e quindi

400 +00
= / fy)p(z —y)dy = Z f )bi(y dy)

NOTA. Se f é solo localmente integrabile, f % g non sard piu a supporto com-

+o0
patto, ma (ii)-(v)-(vi) continuano a valere; per (iii) basta che [ |f(t)| dt < oo.
—o0



REGOLARIZZAZIONE PER CONVOLUZIONE

“+oo
Teoremal Data ¢ € C(Bgr), >0, [ o(z)de=1 sia @(z) = Lp(%)

(¢ nucleo regolarizzante, ¢, successione regolarizzante)
Sia f continua. Allora fxve =0 f uniformemente sui limitati.

Infatti, @ (x) =0 se |z| > Re, +f0090€(x —y)dy = 1, e quindi lz| < M =
£@) = (P @] = | T f@ede—y)dy— T f@)pa—y) dy| <

[ 1@ = f@llede—y)dy < sup[f(@) = f)] e

|z|<M, |[z—y|<Re
perché f é uniformemente continua in [—R — €, R + €.
. +m
Teorema 2 Siano ¢, € Co([-M,M]), ¢, >0, con [ en(z)de =1 e

+5
[ pn(x)der —, 1 V5>0 (p, successione regolarizzante). Allora
=5

sup |(f * on((2) = f(2)] =0 0 Vf e C(R), VR>0

[-R,R]
Prova. Siha |f(x)— (f * on)(z)] = z(f(x)—f(x—y))gon(y) dy| <

T1@ = = plenw) dy = T 17— [ =)l ony) dy +
T = 1= plents) dy+ T @)~ f@-plen)dy >0

Ma, per la uniforme continuitd di f in [—(R+0), R+ d], si ha che Ve, 34, tale che

) +o00
f<R = [UIf@-fa-ylew)dy<e [ pu()de = ¢ mentre
_5 —00

[ en@)de 5o 1= 1 17(0) = flo =)l endy+ T 176) = 1=l ealy)dy <

-0 400
<4 sup | f(2)] [/ on(y) dy + / ©n(y) dy] —n 0
z€[—(R+M),R+M)] e 5
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1
ESEMPIO 1. ¢, (x) =28y 1y, ¢u(2) = (1—2?)", ¢, = flwn(x)dx

Si tratta di provare che ¢, —, 0 uniformememente in |z| > § V§ > 0.
Intanto  |z| >0 = (1 —2?)" < (1-46*)". Poi,

1
n+1

1
/(1—x ”dx—2/1—sm 6)" COS9d¢9>2/COSQn+1981n9d9—
“1 0

1
in effetti ¢ [(1 — s*)"d :[4/ +o ].D e
(in i g( s*)"ds Ty (f) ). Dunqu

sup o (z) < (1 —=6)"(n+1) =, 0
|| =6

IL TEOREMA DI APPROSSIMAZIONE DI WEIERSTRASS.

Sia f € C(R). Allora esiste una successione di polinomi che converge uniforme-
mente ad f in [—R, R] quale che sia R, ovvero

esistono polinomi p,, tali che sup |f(z) — pu(z)] =, 0 VR > 0.
|z|<R

Prova . Basta provare (vedi Appendice 1) che se  f(x) =0 per |z| > %,

allora esistono p,, polinomi tali che  sup |f(y) — pn(y)| — 0.
ly|<i

Possiamo dunque supporre che  f(z) =0 per |z| > % Ma, allora,

pu(@) = (f % pa)(@), x€[=1,3]  sono polinomi,

(le ¢, sono quelle dell’Esempio 1) giacché ¢, = ¢, nX(-11) €
1 2
A<y bzl = kY22 = fe-y=0 =
fle—y)xyy) = fle-y) vy =

[ =9 =yrymdy= [ fla—y)1 =) dy= (f+ @)

che sono appunto polinomi. Dunque la restrizione di p,, a [—%, %] ¢ un polinomo.
Basta infine osservare che, in virtu del Teorema 1, pn* f converge uniformemente

sui compatti, e quindi, in particolare, su [—3, 3]), ad f.



CONVOLUZIONE in Cs,

Sia Oy :={f € CR), f(t+2m) = f(t) Vt} lo spazio delle funzioni continue 27
periodiche dotato della  norma della convergenza uniforme

1Flloe += sup [ f(2)] = sup [f(x)]

|z|<m

Un importante sottospazio lineare di Car(R) ¢ quello dei polinomi trigonometrici

N
P :={Py =) _ a,cos(nt) + b, sin(nt) : a,,b, € R, N € N}
n=0
Notiamo esplicitamente che P é una sottoalgebra di Cy,, ovvero il prodotto di polino-
mi trigonometrici € un polinomio trigonometrico. Per vederlo, basta mostrare che
cos nt cos mt, sin nt sin mt, cos nt sin mt sono polinomi trigonometrici. Verifichiamolo
per cosnt cos mt, usando le formule di Eulero:

cosnt cosmt = ; (emt + e’mt) ; (eimt + e*"mt) —

1, . ) . 4 1
=12 (el(”m)t + einmmlt 4 gmiln=m)t 4 efz(mm)t) =3 (cos(n + m)t + cos(n — m)t)

Date f,g € Cs;, il loro prodotto di convoluzione é cosi definito

™

(Fro)t) = o [ f(t=)g(s)ds,  Vf.g € O

Proposizione. fxge Oy Vf,g€ Cor e

(l) f*g:g*f vagec%r
(ii) fGCgm PveP = f*PNGP.

Prova di (i). Cambiando variabile ¢ — s:= o, troviamo (fxg)t) =

t+m 4
217Tt_/ flo)g(t —o)do = 217T_/ flo)g(t—o)do = (g=* f)(t) perché h € Car(R)
T+ - -

= & J h@®dt=h(z+m)—h(z—7m)=0 = [ h(t)dt= [ h(t)dt.

—T
Prova di (ii). Basta osservare che

™

(f x Py)(t) = / f(t—15)>" a,cos(nt) + by, sin(nt)ds =

—r n=0



N ™
> ay / f(s) cos(nt — ns)ds + b, / f(s)sin(nt — ns)ds
n=0 .

e che _f7r f(s)cos(nt — ns)ds = _}; f(s)[cos(nt) cos(—ns) — sin(nt) sin(—ns)|ds

(Z f(s) cos(ns)ds) cos(nt) + (j:i f(s) sin(ns)ds) sin(nt);
Z f(s)sin(nt — ns)ds = }; f(s)[sin(nt) cos(—ns) + sin(—ns) cos(nt)|d
(}; f(s) cos(ns)ds) sin(nt) — (]’; f(s) sin(ns)ds] cos(nt)

Approssimazione per convoluzione Siano g, € Cy; tali che

(i) L Jgt)dt=1 VkeN

(iii) g —% 0 uniformemente in [—m, —0] U [0, 7]

Vo € (0,7)

Allora N f*agr— flleo =% 0 Vfe Oy

Prova. Ve>0 30=06,>0, Jk(de€):
ft—s)—f(t)] <2me e

Is| <6, tel|-mn] =
I ge(s)ds < 2me e quindi
$>0

k >k(,e) = |(f*gr)t)— f(t)] = ;r\]‘; F(t = 8)gu(s)ds _}; Ft)gu(s)ds| <

1)
21/ (t—5)— FO| gu(s) ds + 2| fllce < e(1+2]fllo)
-4

k T k
Chiaramente vi é solo da provare (iii). Stimiamo c:

e £\ F T/l £\ * 4
27rck:2/< +2COS ) dt22/( +2COS ) sintdt =
0 0

(k+1)
1 a\" 1 a\"
Dunque, sup Pp(t) < (cx)7! 0 < Z(k +1) - cos — 0
S<[t|<m 2 2 2



I POLINOMI TRIGONOMETRICI SONO DENSI IN (5, (R)
ogni f € Cyy € limite uniforme di successioni di polinomi trigonometrici:
ovvero P é denso in (. Infatti, se f € (5, e P, sono come nell’esempio, i
polinomi trigonometrici f x P, convergono uniformemente a f .  Siccome allora

anche i polinomi trigonometrici a coefficenti razionali sono densi in C5,, si ha che

Corollario. (5, é separabile (ovvero ha un sottoinsieme numerabile denso)

Co(R,C) ED I POLINOMI TRIGONOMETRICI COMPLESSI

T, ={f+ig9] f,g:R—R, 21— periodiche, limitate e integrabili}
Cor(R,C) :={f+ig €Dor: [ g€ Can(R)}

sono spazi vettoriali su C.  Se h + 1k € Iy, scriveremo

/ﬂ[h(t)—i-z'k:(t)]dt = /ﬂh(t)dt—i—i/ﬁk(t)dt. Ad esempio ]ei”tdt—o Vn € Z\{0}.

eni=e"™ neZ generano il sottospazio dei  polinomi trigonometrici complessi

N .
Pc = {Py(t)= 3 coe™, =" 4 b eR, neZ, NeN}
n=—N

N N
Pyv= Py & Z cpe™ = Z c—me™ & a_,=ap, b_,=—b, ¥n
n=—N m=—N

Usando le formule di Eulero, vediamo che Py é reale se e solo se si scrive nella forma:

N N oq, —ib
. n n l
+ E a, cosnt + b, sinnt = E — et G_p = Qp, b_, =—b,
n=0 n=—N

Qo
2

In particolare, se Py, )y sono due polinomi trigonometrici reali, allora Py +iQ s €
polinomio trigonometrico complesso. Dal Teorema di approssimazione per funzioni
in Cy,(R) segue quindi la

Densita di Pc in Oy, (R, C):
Vf € Cor(R,C) 3Py € Pg, tali che ||Py— flloo —n 0



SPAZI VETTORIALI NORMATI

Un insieme V si dice spazio vettoriale (o lineare) su R se sono definite

una operazione di addizione VxV =V, (uv)—=u+v
una moltiplicazione per scalari RxV =V, (tv)—to
tali che (V) +) sia gruppo commutativo e risulti, per ogni u,v € V, s,t € R,
(t+s)u =tu+ su, tlu+v)=tu+tv, t(sv)=(ts)v, lv=wv

Gli elementi di V' si chiamano punti o vettori. Nell’Appendice 3 si richiamano no-
zioni di algebra lineare, che useremo in seguito.

ESEMPIO: R", con le operazioni

(1, )+ (Y1, Un) = (141, - Tt ), (g, ... xp) = (g, ..., txy,)

Interpretazione geometrica.  Come noto, R? si rappresenta mediante i punti di un
piano cartesiano Oxy. In tale piano, dato v = (zg, o) € R?, I'insieme

Rov = {tv = (txo,tys) : t € R}

é I'insieme dei punti della retta (in forma) parametrica —x = txg, y =tyy, retta
che passa per l'origine O := (0,0) (quando ¢t = 0) e per v (quando ¢t = 1); infatti,
eliminando il parametro t , troviamo 1’equazione cartesiana y = g—gx

Similmente, {tv+u: t € R,v = (zo,%),u = (x1,11)} ¢ la (rappresenta-
zione parametrica della ) retta passante per u e parallela alla retta R v, ed infatti,
eliminando il parametro, troviamo y = (z — z1)% + yo.

In particolare, u + v é il punto comune alle rette {tu +v : ¢t € R} e
{u+tv: t € R} e sichiama traslazione di u lungo v. Tale interpretazione

geometrica si estende al caso generale n > 2.
Altri esempi di spazi (e sottospazi) lineari

R*=RN={a:N =R} (insieme di tutte le successioni numeriche) con
(@+B)(j) =al)+6() YieN, (ta)(j)=to(j) VieRjEN

*={aeR*| suwla(n)] <+oc}  c={aecl®: alj)—;0}

'={a€q] n§1 la(n)| < +oo} (I é I'insieme di tutte le successioni numeri-

che limitate, [' é I'insieme di tutte le successioni numeriche sommabili)
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se p >0, P={ael>: 221 la(f)P < oo} (I é linsieme delle succes-
sioni di potenza p-esima sommabile).

Allora [P C ¢g C 1> e sono sottospazi lineari di R* (vedi Appendice 3).
Rl .= {f : [a,b] — R} dotato delle operazioni
(f +9)(x) = f(x) + g(x) Vowelabl, (tf)(r):=1if(x) VteR,z€lab]
C([a,b]) :=={f : [a,b] — R, f continua}
Co(R), lo spazio delle funzioni continue su R aventi supporto compatto.
C*((a,b)),C*>((a,b))  sono sottospazi vettoriali di C'((a,b)).
Norme su spazi vettoriali, spazi normati

Sia V' vettoriale. Una applicazione di V' in R, v — ||v|| si dice norma in V' se

(i) |lv]|>0 YoeV e || =0seesolosev=0, (positivitd)
(1) [[tu]l = |t| [|Jul]] YueV, teR (positiva omogeneita)
(79) [|Ju 4+ v|| < |lu]| + |lv]] Yu,v eV (diseguaglianza triangolare)

Uno spazio vettoriale V', dotato di una norma, si dice Spazio Normato

Esempi di norme, di spazi normati.

1
MR Sep>1, |allp= (o l2)"s |2l = mazy|a|
(vedi Appendice 3)

In [*, |« := sup, |an| ¢é una norma, e ¢y, [P, in quanto sottospazi lineari,
possono essere muniti della stessa norma.

D=

Ma, se p > 1, in [P ¢é una norma pid naturale: ||af|, = (%O: \an]p) (vedi
n=1
Appendice 3).
In C([a, b]): 1flloe == sup [f(@)] e, sep>1, |[fll, = (J7|f(x)Pde)

z€[a,b]

3=

(vedi Appendice 3).



APPENDICE 1

Per provare che, data f € C(R), esiste una successione di polinomi che con-
verge uniformemente ad f in [—R, R] quale che sia R, ¢é sufficente provare che se
f(z) = 0per|z| > %, allora esistono p,, polinomi tali che sup |f(y)—pn(y)| — 0.

lyl<s3

Infatti, presa @ € C°(R), p =11in [-1 it 5, w(x) =0selz] > 2, eposto
fr(x) == o(x)f(3Rx), é fr(z) =0se |x| > 2 s, ed esistono allora polinomi p, tali
che

sup | fr(z) — pa(x)| — 0

|z|<3
e quindi sup | f(y) — pu(35)| = sup |¢(2)f(3Rz) — pa(x)| = 0
ly|<R |z]<2
Da ci6 segue infine che esistono polinomi pq, ..., p,,... tali che
stl‘lglf(ﬂf) —pi(@) <1, @Elﬂx} —pal@) < 5

e quindi, fissato R, sup |f(z) — pa(2)| < £ non appena n > R.
lz|<R
APPENDICE 2

1. Verifichiamo che, se ¢, = =%~ allora
) 2

Z cp e = Z cpemt g a_p = a,, b_,=—b, (é))

N .
. 1b
Py =) ajcosnt+b,sinnt =ag+ Y L etnt
n=0 0<|n|<N 2
g 5 N, t  —ni=m N t
. Pv=Pyv < Z cpe™ = 3 e ™ = > et™ &
n=—N =—N =—N
Ch =C., & a_, = a, b, —b,  perché due polinomi sono uguali se
e solo se hanno gli stessi coefﬁcenti, ovvero Py =0 < ¢, =0 Vne
Pv=0 < ¢,=<PyN,e,,>=0 VmeZ.
(47) . _ N an—1tbn int 4 : : _ _ :
=: sePy= 3 e éreale, equindia_, =a,, b, = —by, troviamo,
"
. N b .
usando le formule di Eulero, Py = Y 5P [cosnt +isinnt] =
n=—N
an - a_, —ib_, .
ao—l—z “ [cos nt + i sinnt] —I—Z#[cosnt—%smnt]:
n=1
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1 N
ap+ = Z [a,, cosnt + ia, sinnt — ib, cos nt + b, sin nt] +

2 n=1
N N
5 Z a, cosnt — ia, sinnt + ib, cosnt + b, sinnt] = Z a, cosnt + b, sinnt
n=1 n=0
@ : Usando anche qui le formule di Eulero, troviamo che
N
a_p = Qn, b_,:=-b, = Py =ag+ Z a, cosnt + b, sinnt =
n=1
N int —int int —int
e e —e
ag + an, + b, . =
‘ ; 2 2
a“n — by zn an + by —zn an — by zn X A—n + by, —in
ao + Z ty ST . t— qo -+ Z b Z t
n=-—1
N a, —iby, int
= Z — €
n=—N 2

¢, € C, neZ, N eN. Scrivendo ¢, = a,, — ib,,, le formule di Eulero danno

N N
Py = Z [a,, cosnt + b, sinnt] + i Z la,, sinnt — b, cos nt]
n=—N n=—N

N .
3. Osserviamo che feCun(R,C), Pyv= Y ce™ =
n=—N

geroo =k $ e o L 3 fuf roeal o

n=—N

cioé la convoluzione di una f € Cs, (R, C) con un polinomio trigonometrico é un
polinomio trigonometrico.

APPENDICE 3. RICHIAMI DI ALGEBRA LINEARE

Combinazioni lineari e lineare indipendenza, sottospazi lineari, basi
1. Seu,v € Ves,t € R, su+tv é combinazione lineare di u,v con coefficenti
s,t. Dato A C V, scriveremo

< A >:= insieme delle combinazioni lineari di elementi di A.
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Diremo che v;,j = 1,...,p sono tra di loro linearmente indipendenti se
p
Ztﬂ}jzo = thO VJ
j=1

2. Vo C V é sottospazio lineare se u,v € Vj,s,t € R = su-+tv el
Chiaramente < A > ¢ sottospazio lineare (generato da A).
Esempi. Siano

*:={a€eR>*: sup;la(j)] <+oo}, c:={aeR>: afj)—;0}

se p >0, P:={aecR>: 221 la(j)P < +oo}
Allora, [P Ccy CIl*® e sono sottospazi lineari di R>.
Linearita di IP. Se p > 1, segue dalla convessita di f(t) = [t|P, giacché, per

convessita,
a b 1
24P < Z(lalP + |plP Ya.b
S+l <o aP+ 1) Ve,

che da appunto o, B € I = a+ [ € [P.

Se p < 1 segue invece dalla diseguaglianza |a + bP < |a|? + |b|P,  che, vera se
a = 0, é equivalente alla diseguaglianza  f(z) = (1+z)? — (1+2?) <0 Vo >0
(ottenuta dalla precedente dividendo per a # 0). Tale diseguaglianza é vera perché

f(0) =0, () =p(l+z)Pt—pzP~' <0 V>0 equindi

(I+x)P—(142P)=f(x) < f(0)=0 V>0 ovvero (1+x)’ <1+42P V>0

3. Un sistema di vettori linearmente indipendenti v; : ¢ = 1,...,n che generino
V' si chiama base di V.

Ricordiamo che se V' ha una base di n elementi, ogni altra base di V' ha esatta-
mente n elementi, e tale numero si chiama la dimensione di V.

Se v; forma una base per V, allora ogni v € V si scrive, in modo unico, nella
forma v = 377, ¢ju;. I numeri ¢; si chiamano componenti o coordinate di v nella
base v;. Ad esempio, se e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,1) éla base canonica di
R", un vettore z di R™ si scrive x = (21, ...,2,) = >j—17je; (x; = componenti o
coordinate di x nella base e;).
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TRASFORMAZIONI LINEARI. Siano V, W spazi vettoriali su R.

L:V—->W é lineare se L(su+tv) = sL(u) + tL(v) Yu,v € V,s,t € R
L’insieme  L(V,W) delle trasformazioni lineari di V' in W é spazio vettoriale.
V* .= L(V,R), insieme delle ’forme’ lineari su V, é il ’"duale algebrico’ di V.

Esempio 1. Sia V' = R", e; base canonica di R". L’applicazione
7Tj(£l?1, Ce ,il')n) = Wj(z le'jej) =Tj
J

é funzione (forma) lineare da R™ in R.
Inoltre, se [ é forma lineare su R"™ si ha  I(z1,...,2,) = X, z;l(e;), e quindi
l =Y l(ej)mj, ovvero m; é base ('base duale’) per (R™)*.

1. SL=LIV)={L(u): weV}eKerL:={veV: L) =0} sono
sottospazi lineari rispettivamente di W, V.

2. 8e V=<wy,...,u, > allora L(V)=<L(vy),...,L(v,) >.

3. Se e; ¢ una base per V, allora una trasformazione lineare L di V in W é comple-
tamente determinata dai valori (peraltro arbitrari) L(e;).  Infatti, se v = 3; a;e;,
risulta L(v) = >, a;L(e;). Dunque, per assegnare una trasformazione lineare basta,
definirla su di una base, risultando prolungabile linearmente in modo unico su tutto
lo spazio.

4. 0 € KerL; inoltre, KerL ={0} < L ¢ iniettiva.

Infatti L(0) = L(0+0) = L(0) + L(0) = L(0) = 0. In particolare, se L ¢é inietti-
va, deve essere KerL = {0}. Viceversa, se KerL = {0}, allora L(u) = L(v) =
Llu—v)=0 = wu—veKerlL = u=nv.

5. L iniettiva, u; linearmente indipendenti = L(u;) linearmente indipendenti.
Infatti, Zj CLjL('LLj) =0= L(Z] (lj'LLj) =0= Zj a;ju; = 0= a; = 0 VJ

6. Se V,W,Y sono spazi vettoriali e L € L(V,W), U € L(W,Y  allora
UoLe L(V)Y).

7. Se L é biiettiva (ovvero invertibile), cioé ker L ={0} e SL=W, al-
lora la funzione inversa L~' ¢é anch’essa lineare.
Infatti, dati w; € W, w; = L(v;), da Y ;a;w; = L(X; a;v;), segue
L7355 ajwy) = LTHL(EZ, ajvp)) = X5 a0 = X5 a; L7 (wy).
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Definizione Una L € L(V, W) biiettiva si chiama isomorfismo lineare ¢ V'
e W si dicono (algebricamente) isomorfi.

Proposizione Sia V spazio vettoriale di dimensione n. Uno spazio vettoriale
W ¢é isomorfo a V' se e solo se ha dimensione n.
Infatti, se L é isomorfismo da V' a W ed e; é base per V, allora f; := L(e;) sono
linearmente indipendenti e generano W = L(V).
Viceversa, se ~ dimW =dimV =n e e; f;,j=1,...,n sono basi di V,W,
la trasformazione lineare che manda e; in f; é I'isomorfismo cercato.

Esempio 2. Sia V = C*(R) = W. La trasformazione D che manda f € V
nella sua derivata, D(f) := f’ é chiaramente lineare (da V' in se), con KerD dato
dalle funzioni costanti. Siccome ogni funzione continua é dotata di primitiva, D
é suriettivo. Ma, indicato con Vj il sottospazio di V' formato dalle funzioni che si
annullano in z = 0, D), cioé la restrizione di D a Vp, ¢ un isomorfismo tra Vp e V.

Chiaramente  (Dy;,) (g) = fg.
0

Esempio 3. Data A = (a;;)i=1,...m;j=1,..» Mmatrice m x n (m righe ed n colonne),

La(z):=Ax = (D ajzj, ..., Y amjz;) Vo = (z1,...,2,) € R"
=1

j=1

é funzione (o trasformazione) lineare da R™ a R™. Il suo nucleo é I'insieme delle
soluzioni del sistema lineare omogeneo di m equazioni nelle n incognite x4, ..., x,

n
Zaijzj:() Zzl,m
j=1

SLa = {y € R™: Jdx € R", Az = y} é il sottospazio lineare di R™ generato dai
vettori f; := La(ej), se e;,j =1,...,n base (canonica) di R"; gli f; sono le colonne
di A. Quindi la dimensione di L 4 é pari al rango di A.

Matrice rappresentativa. Viceversa, se ¢;,1 =1,...,n, f;,j =1,...,m sono
basi di V, W, rispettivamente, ogni trasformazione lineare da V-a W si rappresenta
mediante una matrice m X n.

Sia infatti L trasformazione lineare da V' a W. Siano, per ogni j, a;;, i = 1,...,m
le componenti di Le; nella base f;, cioé

m
Lej =) aifi
=1
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Allora, se  u =37 x5 e v:=L(u)=>"yf;, siha

v = iyzfz = Lu= anxj[f(@j) = zn:xj (i aijfi) = i ( 3 aijcj) fi

i=1 i=1

ovvero, se ¥ = (Y1, ...,Ym), T = (Z1,...,%y), posto Ay := (a;;),siha  y=Ax
Cioé, identificando u ed Lu con le loro coordinate = ed y, L opera su x come Ay,
che si chiama quindi matrice rappresentativa di L nelle basi date.
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